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- مقد مة - 


بتکلیف من وزارة التعليم العالي والبحث العلمي . قمت بتألیف هذا الکتاب 
وفق مقررات موضوع ١‏ نظرية البیانات » الذي يدرس لطلبة المرحلة الرابعة في 
الرياضيات .ولقد راعيت في تأليفه الدقة العلمية ولتساسل المنطقي والموضوعي 
والشرح المبسط .كما اکثرت من ايراد الامثلة المحلولة والتمارین المتنوعة . 


ان هذا الکتاب هو اول کتاب عربي في موضوع نظرية الیانات ٠‏ وهو مقد مة 
متواضعة في نظرية البیانات وبعض تطبیقاتها .ولقد صادفتتي عند تأليفي الکتاب 
مشكلة تعریب المصطلحات العلمية . فکثیر مما یتعلق منها بنظرية البیانات لم يرد 
في الکتب المعربة في مواضيع الرياضيات الاخری .ولقد حاولت جهد امكاني 
اختيار الكلمة العربية 0 التى تعبر عن المعنی العلمی بالد رجة الاولی .وفي هذا 
المجال . أرحب بملاحظات زملائي التدريسيين الاختصاصيين للاخذ بها في 
الطبعات القادمة ان شاء الله . 


يمكنني القول بأن نظرية البیانات هي من المواضيع بع الاولية الرائعة في الرياضيات 
الحد بنة کی و سس موا سرت وین . فهي تخد منا باعتبارها 


درت نظرية البيانات لاول مرة باعتبارها مفهوماً في الریاضیات من قبل عالم 
الرياضيات المعروف اويلر في عام 1736 .ولقد شهد القرن الحالي تطوراً كبيراً في 
نظرية البيانات رؤوت ت ال E‏ 
ذات فوائد كبيرة في مواضیع ذات اھمیة علمية واقتصادية كبيرة . كنظرية المباريات 
والبرمجة الرياضية . ونظزية الاتصالات . وشبكات الجربان . والشبكات الكهربائية 
اضافة الى استعمالاتها فى الفيزياء . والكيمياء العضوية . والاقتصاد . والهندسة 
المد نية . وعلوم اة 1 وعلم النفس . ومحالات اخری كنيرة ومتنوعة .وقد 
تطرقت الى عدد من تلك التطبيقات في الفصل السادس . واشرت الى عدد اخر 
منها في الفصول الاخری . 


يتألف الکتاب من سبعة فصول .انصبت الفصول الخمسة الاولی على شرح 
الجانب النظري والرياضي لنظرية البيانات .وبذ لك تعتبر مقدمة جيدة للموضوع : 
۹ 


اما الفصل السادس فقد تضمن بعض تطبیقات البیانات .کماسبق ان ذکرت . واخیرا 
فان الفصل السابع یوضح العلاقة بين مبرهنة هول من جهة ونظرية الستعرض 
والمستطيلات اللاتينية من جهة اخری . 


بعض فقرات فصول هذا الکتاب ذات مستوی عال ؛ كما ان براهین بعض 
البرهنات مطرلة ومملة للطالب البتد یء في نظرية البیانات ۳ ان الادة التي بحتویها 
الکتاب اکثر مما يمكن تغطيته في فصل دراسي واحد ( كما أرى ) ۰ فاني اقترح في 
هذه الحالة تجنب تدريس تلك البنود او اجزاء البنود المؤشرة بالعلامة گلا وعد ماعطاء 
مه براهين تلك المبرهنات أوحل مجاميع التمارين التي وضعت عليها هذه العلامة اوالمحصورة 
بين علامتین من هذا النوع . علما بان ترك المواد المؤشرة هذه لن يؤثرفي إعتماد الفقرات 
المتبقية بعضها على بعض . 


هذا واقدم شكري وتقديري الى الخبير العلمي الدكتور عادل غسان نعوم الذي 

بذل جهداً مخلصاً في مراجعة مسود ات الکتاب وابد ی ملاحظات ثمينة ساعد تني 
على تنقیح بعض الفقرات واضافة امثلة مفيدة . كما اشكر الخبير اللغري الدكتور 
عبد الكريم توفيق لقيامه بضبط لغة الكتاب . وأقد ر الجهد الكبير الذي بذ له العاملون 
في مؤسسة دار الكتب بجامعة الموصل لاجل أن يظهر هذا الكتاب بشكله الحالي . 


واخیرا آمل ان اكون قد وفقت في خدمة وطني وأمتي باثراء المكتبة العرية . ' 
والله من وزاء القصد . 


المؤلف 
الوصل / ۱۹۸۳ 


الفصل الاول 


مفاهیم آساسية 


(1-1) تعاریف 





نقدم في هذا البند العدید من التعاریف والامثلة على البيانات . وسوف نذکر انواعاً 
متعد دة من البیانات . 


يعرف البيان ت) بانه مجموعة غير خالية ۷ من عناصرتسمی رژوس (وع0ذ۷۵:۱ ) 
البيان . مع عائلة ( أو جملة برازمد) 58 من أزواج غير مرتبة من رؤوس البيان. 
يطلق على كل عنصر من عناصر 8 حافة أوضلع (ءیله) . ويطلق على ر 
مجموعة رؤوس البیان ی . وقد نرمز لها احيانا ب (70 . كمايطلق على ع 
عائلة حافات ان . وقد نرمز لها احياناً ب (0) ۴ . ونعبر احياناً عن البيان 6 
الذي مجموعة رژوسه ۷ وعائلة حافاته 8 بالزوج الرتب (۷۰۲) . وسورف 
نرمزلکل حافة بحرگ . مثل م مع دلیل یوضع اسفل الحرف . واذا كانت الحافة 
. هي الزوج غیر الرتب للرأسين لا و ۷ فانه یمکننا ان نکتب [8.نا] =۵ 
او [ .۷ ] = ء . وذلك لاهمال الترتیب . وعند ئذ نقول ان كلا من نا و ۷ 
هورأس للحافة ع .وان هي حافة تصل الرأسين ا و ۷ 


نستنتج من التعریف الذي اعطیناه للبيان هنا . انه من المکن ان يحتوي البيان 
على أكثر من حافة واحدة تصل نفس الرأسين , كما انه من الممكن ان يكون للبيان 
حافة تصل رأسا بنفسه . بطلق على مثل هذه الحافة لفق (مدن١)‏ . ويقال أيضاً إن 
الرأسین u‏ و 8 متحاوران رات ہوزند) إذاکان [ ۲ ] خاقت تنا 
نقول عندئذ ان کلا من نا و 7 او واقع على ( incident with‏ ( الحافة [ u. v‏ ] = 
ونقول أيضا ان الحافة ۵ واقعة على كل من الراسين ا و ٢‏ . ویقال للحافتین 


. انهما متجاورتان‎ e, = [u.w [ 2 = ] ۷۰۷ j 


یطلق على الرأس الذي لایقع على أية حافة رأساً منعزلاً (18160معز) . 


مثال (1) :. لتکن( ,۷ ,رب ,یه , ی٦,‏ ,۷) = ۷مجموعة رژوس بیان ۱ 


تست 


وشکن 


[ ۷, و۷]:[ و ,و۷ ] :۷۷4 ]:[ ۷۱۰۱۷۵ ] :[ ۷:۷۵ ] ,[ ۷۵ :,۲۷) ع E‏ 


] ۷۶: ۷: [:]٢+۰۷ [( 


عائلة حافاته » عندئذ نجد ان الیبان (۷,۲) 6 يتكون من خمسة رژوسس 
وثمان حافات » وأن هنالك ثلاث حافات تصل الرأسين ,۷ و ره وان هنالك 
حافتين تصلان الرأسين ۷2 و دا . كما نلاحظ أن الرأس .7 لايقع على أية 
حافة فهو بذ لك راس منعزل . كما ان الحافتین [ ر۷ , ,۷ ]و [ ,۷,۰۷ ] متجاورتان › 
وان الرأسين د۷ و 4+" غيرمتجاورين . 


يقال ان هنالك حافة مضاعفة ( وله ءام ]اسم ) بين الراسين نا و ۷ 
في 6 اذا كان هنالك اكثر من حافة واحدة تصل ا و ۷ .۰ أي ان ر٢۴‏ 
مکرر اكثر من مرة واحدة في عائلة الحافات (6) ۴ .كما يقال لبيان © انه 
بیان مضاعف ( «طمهجءع1)1[نجم ) اذا احتوى على حافة مضاعفة . 


وهكذا فان تعريفنا للبيان هو تعريف عام يشمل البيان المضاعف . 


يقال لبيان 6 انه بیان - 8 اذا كان عدد تكراركل زوج غير مرتب من رأسين 
في (8)6 لايزيد على م . فالبيان في المثال ( 1 ) هوبيان -3 لان الزوج غير 
المرتب [ ,رہ۷ ] مكرر ثلاث مرات :[ رہ۷ ,,۷ ] مكررمرة واحدة ۰ [ ,۷,۰۷ ] 
يظهر مرة واحدة»[ 72.71 ] بظهر مرتين ٠و1‏ ,۷ مب" ] بظهر مرة واحدة . 


يعرف البیان البسیط ١‏ طموءع عام‌صنه ) بانه بیان -1 خال من اللفات . 
فالبیان ٥‏ : حيث 

بو و۱ (6) ۷ 

E(G) = { lv. V2 [۰] ۷2: و۷ و۷ ]:[ ۷۰۱۷۱ ]۰[ و۷‎ [:] ۷۰۱۷۸1, 


N 


هو بیان بسیط لاحظ ان لكل بیان بسیط ‏ . تکون (۴)6 مجموعة لعدم 
تکرار اي عنصر فیها .. 


تعرف رتبة ( 006 ) بیان 6 بانها عدد رژوسه . اي أن رتبة 6 هي 
عد د العناصر فى مجموعة الرؤوس ۷۱ عندما تکون منتهية . 


يقال ان 6 بیان منته ( nite graph‏ ) اذا كان عدد حافاته عددا منتهيا 
كما يقال انه غير منته ( عانمتوز ) اذاكانت (6) ۴ عائلة غير منتهية . نستنتج 
من هذا التعريف انه يمكن ان يحتوي بیان منته على عدد غير منته من الرؤوس . 


فالیان (۷,۴) = 6 . حيث 


۷ ا ع‎ ١ 
ERLE TE 


و ہے 
و ووب وان ] لو تا 5 


هوبيان منته بالرغم من ان المجموعة ۷ غير منتهية . لاحظ في هذا المثال ان الرڑوس 
37 ۷۰ هي رؤوس منعزلة . وعلی کل حال . فان الوضع الطبيعي هوان في كل 
ا o SS‏ . وذلك لان الرؤوس النعزلة تكون قليلة 
التأثيرفي دراسة البیانات . وبما أن معظم دراستنا في هذا الكتاب هي للبیانات النتهية 
التي مجموعة رژوسها منتهية . وعليه سوف نفترض في هذا الکتاب أن کل بيان منته له 
N O‏ ب ہش 


ونريد أن نشير هنا الى أنه لايوجد إتفاق تام على الفاهیم والصطلحات في نظرسة 
البيانات . فبینما يستعمل بعض المؤلفين العنصرين الاساسين رأس - حافة . يستعمل 
آخرون نقطة - خط ( point - line‏ ( . ويستعمل آخرون عقدة - قوس - ه000 ) 
(:ة وقد یستعمل احياناً مبسط 0( امن ۱۵ . بدلا من رأس . وط 
)١ Simpاe») ٠‏ بدلا من حافة . وهكذا الحال لکثیر من مفاهیم ومصطلحات 
نظرية الببانات . ولقد حاولنا في هذا الکتاب اتباع الصطلحات الکثيرة الشبوع والقليلة 
التعقید التي تفي بالغرض الذي من اجله وضع هذا الکتاب . 
ملاحظة : سوف نفترض ان كافة البيانات التي تعترضنا في هذا الکتاب هي بيانات 
منتهية الا اذا أشرنا صراحة الى خلاف ذلك . 
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۱۱ 


البيانات التى تكلمناعليها لحد الآن هي . في الواقع ۰ بیانات غيرموجهة 
undirected graphs (١‏ ).كما تسمی احیانا . ويظهر سبب هذه التسمية من 


لکن 8ك 6 بان . لتمنيل © هندسياً في الستوي أوفي ي الفراغ . نعين 
لکل رأس دائرة صغيرة صلدة وفي اي موقع كيفي : واذا کانت [ ۲0۰۷ = e‏ حافة 
في 6ن نصل الدائرة التي تمثل اراس u‏ مع الدائرة التي تمثل الراس ٠‏ بخط 
متصل بسيط ( اي لایقطع نفسه ) مستقیم آومقوس . وهكذا . فان کل حافة في 6 
الط اعدا واحدا قط في یل ند سی ا ن . لاحظ انه لاأهمية لطول الخط 
آوشکله . وأنما الهم هووجود اوعدم وجود ذ لك الخط بین رأسين معینین . ولتوضیح 
ذلك رسمنافی شکل ( 1-1 ) البيان العطی في الخال (۱) 


۷ 


وا 


شكل (1-1) 


لاحظ ان الخطوط التي تمثل حافات مختلفة يمكن ان تقاطع بعضها في المستوي . 


ضح انه يمكن رسم أي بیان اذا أعطيت مجموعة رؤوسه ودائلة حافاته . كأزواج 
غير مرتبة وو د و و "شيل الهند سي 
للبيان . لذ لك . فان هنالك تقابلا بين البيانات وتمثيلاتها هند سية . عليه . يمكن 
التعبیر عن بیان 6 اما بذكر عناصر مجموعة رژسه وعائلة حافاته . أوبرسمه هند سيا 


بالطريقة التي ذکرناها . وسوف نستخد م اي منهما حسب الحاجة وبالشکل الذ ي نجدہ 
مناسباً لنا . 
۱۳ 


ان التمثيل الهند سي بوضح في كثير من الاحيان التعاريف عت ویفسر براهين 
بعض القضايا ويساعد نا على فهمها 


مثال ( 2 ) لکیہ الیان السوم في شکل ور 





و , ۷, وا رولا و۲۷ (0) ۷ 
۰[ ۷2:۷ ]:[ ۷2۰۷ ]:[ ۷۵ ,۷ ] +[ و۷ ,۷۰ ] :1 ۲۷۱۰۷۵ = E(G)‏ 


۰( ۰]۷6:۷۰( ۷۸۰۷5 ]:[ و۷۵۰۷ ]۰[ ۷۱۰۷۸ ] 


بنظرة واحدة على الرسم نستتتج ان هذا البيان هو بيان بسيط . 


0 


تعرف درد degree)‏ ) اي رأس ۷ في بیان © بانها عد د الحافات الواقعة على 


۷ . مع احتساب کل لفة مرتین + ویزفر درج ۷ بالرمز (۷)م . فمثله .في 
البيان العطی في الشکل ( 1-1 ) ۰ نجد أن 


.0= ()۷) ,3 (2)۷۸ ,3 ع(مم)ام ,5< (۷)م ‏ ,25 0۷,۱ 


۱۳ 


مبرهنة ( 1-1 ) : اذاكان (,۷) = 3و بياناً عد د رؤوسه 0 وعدد حافاتسه 


0 . فان مجوع درجات جميع رؤوسه يساوي 2۳ . أي أن 


البرهان : ہما ان کل حافة تقع بالضبط على رأسين (مختلفین آومتساویین). فان کل 
حافة تساهم با لضبط ب2 في مجموع درجات جمیع رژوس © . وبذ لك فان مجموع 
درجات الرژوس كلها يساوي ضعف عدد الحافات. 


وتوضیحاً لهذ ه المبرهنة. نلاحظ بالنسبة للبیان في شکل ( ۱ -1) أن 


22 = (ق 2 = 16 = 0 + 3 + 3 + 5 + 5 = (۷) ۵ سے 


بطلق على البرهنة (1 -1) . التي كانت معروفة لعالم الریاضیات المشهور آوبلسر 
( :ءانا ) منذ زمن بعید. ماخوذة الصافحة ( عصصها ومنادطمهمدط) . وذلك 
لانها تعني أنه اذا تصافح عد د من الاشخاصس فان مجموع مصافحات جمیع الابدي 
لهزلاء الأشخاص يجب ان یکون عد دا زوجياً + ویعود السب الى ان في کل مصافحة 
تستخد م يد ان فقط لشخصین مختلفین. 


نتيجة (1 - 1) : عدد الرؤوس الفردية الدرجة فی أي بیان © هو عدد فردي. 
يتبع البرهان مباشرة من البرهنة (1 - 1) ويترك تمرينا للطالب. ٠‏ 
نختم هذا البند بالتعریف الهم الاتي . 
يقال ان البیانین 
( رت , (٢‏ ا G,‏ و ( وظا, ر۷) = 0 

متشاکلان (۲010مصموز ) اذا وجد تقابل متباین ہین ,۷و ر۷ بحيث ان لكل رأسین 
۷ ناقى ,© يكون عد د الحافات التى تصل , ود مساويا لعد د الحافات التى تصل الرأسين 
۴« وافي رن القابلین ل7 ودعلى الترتيب. ۔ ۱ 





مثال (3) : تأمل البيانين ,© ور في شکل (1 - 3)» تجد أن التقابل الأتي بين 
V(G,)‏ و (6 )۷ : 


2 مه طط جع Xx,‏ مسه] را مر مه ل لا مان و] مت وا تو 
بحقق الخاصية : اذا كان الرأسان في ,6 متجاورین » فان الرأسين القابلین لهما في رى 
متجاوران ایضا. ونظرا لان کل من ,© ورت بیان بسيط › فان ,0 ور متشاکلان. 


واضح أن علاقة التشاكل على البيانات هي علاقة تكافز؛ فكل بيان متشاكل مع نفسهء 
واذا كان ,0 متشاكلاً مع یه وكان ر6 متشاكلا مع © فان ,6 متشاكل مع .6 





شكل(3-1) 


تمارين (1-1) 
(1) اثبت نتیجة.(1-1) ۱ 
(2) هل البيانات. ,ي و :6 العطیان في کل من (ه)»(0) »و(0) في شکل (4-1) 
متشاکلان أوغير متشاکلین؟ بين ذلك. 
(3) لتكن (و۷, (۱۷۵۰۷و۷ ۷۰۰۷۵۰۷۵۰۷۸۰ ۱ - ۷ مجموعة رؤوس بيان -1, ۽ 
فاذا علمت ان الراسين. ,ہو ر۷ متجاوران اذا واذا فقط(3 204)[ > ألكل 
j = 1,2, ..., 8‏ > فجد حافات © وارسمه. وهل أن 6 بیان بسيط ؟ولاذا؟ 


٣ 
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4) لتکن ۱ ,۷۰ = ۷ مجموعة رژوس بیان سيط 6 . فاذا علمت 
ان [ ر۷, ]عله في اوہ قط كان دالیم 
فجد حافات 0 وارسمه. 

(5) اثبت ان هنالك بالضبط أربعة بيانات بسيطة ٠‏ غير متشاكلة مثنی مثنی . بثلائة 
رؤوس : وان هنالك أحد عشر بياناً بسيطاً باربعة رؤوس. 

(6) اذاكان 6 بياناً بسيطاً برتبة ہ , 2< 5 فبرهن على أن 6 يحتوي على رأسين بنفس 
الد رجة.[ تلميح : : لأحظ أن 5-1 > (00)م] 

(7) لیکن ن بياناً بسیطاً برتبةہ . إثبت أن عدد حافات 6 لايزيد على 


1 
)1 -8)8 و 
(2-1) البيانات الموجهة ( Directed Graphs‏ ( 


يطلق أحيانا على البیانات التي شرحت في البند السابق ببانات غير موجهة, ولقد 
أصطلحنا على تسميتها في هذا الكتاب «بیانات» وذلك لان معظم مواد هذا الكتاب 
سوف تكون عنها. وقد خصصنا هذا البند لتقد يم شرح أولي موجزعن البیانات الموجهة 


يعرف البيان الموجه. © . بانه مجموعة ۷ غير خالية من عناصر تسمى الرؤوس ۔ 
مع عائلة ۸ من أزواج مرتبة من الرؤوس . يطلق على كل زوج مرتب (۷ نا ) . حيث ۷ 6 ۷ ,نا 
حافة موجهة ) directed edge‏ ) أوقوس (20ه) . ويعبر عن البیان الموجه 10 كزوج 
مرتب ( ۰۸ ۷) + ويرمز أحياناً لمجموعة رژوس 2 ب ۷/۲ . ولعائلة الحافات 
الموجهة ب (0) ۸ . ويطلق على حافة موجهة( د ,ن ) في نيان موجه 1 !سم لفة موجهة. 


يقال لبيان موجه ( ۷,۸ ) = 1 أنه بیان موجه - مإذا لم يتكررأي عنص رمن عناصر 
VxV‏ اكثر من ط من المرات في عائلة الحافات الموجهة ۸ . ويقال ل 0 أنه بیان موجه 
پسیط اذا کان © بیاناً موجه -اولیس فيه لفات موجهة. 





اذا كانت( 7 .نا ) = 6حافة موجهة. فانه يطلق على نا رأس الابتداء ‏ اهنانوز) 
ڑمعا٥٢ ‏ ويطلق على ۷ رأس_الأنتهاء الأنتهاء ( vertex‏ 01ات٤‏ ) للحافة الموجهةء. 
كما نقول أنء تصل من ناالى ۷. الى .٢‏ وان كلاً من دا ودیقع على م . 


۱۷ 


بمثل اي بيان موجه (۷,۸) = 2 هندسياً في الستوي أوفي الفراغ برسم دائرة 
صغيرة صلدة لكل رأس في ا ء واذا كانت (۰۷) حافة موجهة فیرسم خط بسيط 
متصل عليه سهم يتجه من الرأس نا الى الرأس ب. 

مثال (1) : تأمل البیان الموجه (۷۰۸) = 2 ء حيث أن 


۷ = {V1 5V2. ¥3۰ V4: Vs} 


و( و۷۵۱۷ )و( و۷ : و۷) ۱( ۱۷۵ ,۷) ,)¥2۰۷1( ۱( ۰۷۱۱۷۵( ۰۷۱ ,۷) ) A=‏ 


۰( ( و۷ ع۷),( و۷ :و۷ ),(۷۰۷) 


لقد رسم التمثیل الهند سي [ 1 في شکل (1 - 5 ) لاحظ ان هذا البيان 5 هوبیان موجه 
- 2 .وآن فيه لفة موجهة عند الرأس ۷۱ 





شکل 1۱ -5) 


اذا كان الرأس» هو رأس الابتد اء للحافة الموجهةه التي هي ليست لفة موجهة. فانه 
يقال ان » تخرج من الرأس ن + وأذاكان «هورأس الانتهاءلء التي هي ليست لفة موجهة . 
فيقال ان 6 تد خل ألى الرأس ۷ 


۸, 


اذا کان د رأساً فى بيان موجه 5 ء فاننا نعرف شبه- الدرجة الخارجية 
(outer demi degree )‏ لد التي پرمز لها (ن)م ٠‏ بانها عد د اللفات ٠"‏ رح4ة 
الواقعة على د زائداً عد د الحافات الموجهة الخارجة من . . كما أننا نعرف شبه- الدرجة 
الد اخلية ) (inner demi - degree‏ زلا التي یرمز لها س uP‏ بانها عدد اللفات 
الموجهة الواقعة على دا زائداً عد د الحافات الموجهة الد اخلة الى ا. وأخیرل نعرف درجة لاء 
التي يرمز لھا (ن)م ۰ب 


(u).‏ مع (u) = p* (u)‏ م 


فمثلاً. في البيان العطی في الخال (1) + نجد 


و 5=( , 2ع( تم .د ۷(3" م 


p*(v (=0 ام‎ pv) =2 < 


ملاحظة : قد يستنتج القاريء أن هنالك نظرية للببانات غير الوجهة . ونظرية للبيانات 
الوجهة , هذ افي الواقع غيرصحيح . فالنتانج للبیانات الموجهة يمكن ان تطبق على البيانات غير 
الموجهة . وذ لك بابد ال كل حافة غیرموجهة[ ۷ , ۷ ] بحافتين موجهتين ( ۷ , نا ) و( لا 07). 
وبالثل . النتائج للبيانات غيرالموجهة يمكن ان تطبق على البيانات الوجهة. وذ لك بمجرد 
إهمال الاتجاہ لكل حافة موجهة ويمكن للقاريء أن يتأكد من صحة ذلك بالنسبة 
لمفهوم « الدرجة». 


يقال لبيان موجه 2 أنه متناظر ( ٥۲ص‏ صرء) اذا کان لكل رأسينن ودیکون 
عدد الحافات الوجهة من نا الى مساوياً لعد د الحافات الموجهة من ۷ الى ں. وعندما يكون 
۰۸۱ ۷) = 8 بياناً موجهاً- 1. فانه یکون متناظراً اذا واذا فقط . 


۸( ۷ دذع (7.ن ) 


موہ ل سج أما البيان الموجه المعطى في 
شكل (۱ - 5 )فهو غير متناظر. 
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شکل (6-1) 


يقال لبیان موجه 0 انه لاتناظري ) (anti symmetric‏ إذاكان. لكل رأسین 
ن و3 عد د الحافات الموجهة ة من الى + زائداً عد د الحافات الوجهة من ۷ الى الایزید 
على 1. فعند ما يكون (۸ , ۷) = 8 بياناً موجهاً-1 ۰ فانه يكون لاتناظرياً اذا واذا فقط 
(vu) /‏ ذم ( (u,v‏ 
لاحظ ان کل بيان لاتناظري لايحتوي مطلقاً على لفة موجهة. الاح ا - 7) 
هو بیان لاتناظري. 


شکل (7-1) 
۲۰ 


على القاريء أن بلاحظ أن هنالك فرقا کبیرا بين بیان غير متناظر وبيان لاتناظري ؛ 
فكل بیان لاتناظري هو بيان غير متناظ ولکن العکس غير صحیح. 


لیکن(۸ , ۷) = ۲ ,('4 , '77) = '(ابیانین موجهین . يقال إن ط و کر متشاکلان 
اذا وجد تقابل متباين بين ۷ , ۷۲ بحیث ان لكل رأسين ۷, فی ۷ یکون عدد الحافات 
الموجهة من نا الى في (1 مساوباً لعد د الحافات الموجهة من دالى۷في' 5‏ ركذ لك عدد 
الحافات الموجهّة من ۷ ال نافی 2 مساوبا لعد د الحافات الوجهة من/الىنافي لآ حيث 
أن بایقابل دور «يقابل» فمثلاًء البيانان_الموجهان العطیان في شکل زو-ع) متشاکلان 
وفق التقابل التباین 


,۷ جسم ع رز مجو ل رضم , ۷ج 6 ر 1ا ممه 3 





تمارين ( 2-1 ) 


(1) إعط مثالاً لبيان موجه متناظرء ولبيان موجه لاتناظري. 

(2) جد شبه- الد رجة الد اخلية وشبه- الدرجة الخارجية لكل رأس فی البيان الوجه 
العطی فی شکل(1 - 6) ماذا تلاحظ؟ ۱ 

(3) إثبت أن لكل رأس ٢‏ في بیان موجه متناظریکون ("م = (۷) *م 


۲۱ 


(4) لتكن :۰۲۰۰۰۰۰۷۲ ,۷) = ۷ مجموعه رژوس بیان موجه بسيط . جد مجموعة 
حافاته الوجهة 4 اذا علمت أن 4:(ر۷,,۷) اذا واذا فقط ز<: 
ارسم ( ۰,۸ ۷) .ماذا تلاحظ بالنسبة لدرجات رژوس هذا البیان ؟ ماهي 
الخاصية الاخری التي بتمتع بها هذا البیان ؟ 

(5) لیکن (ہ , ۷) = ظ بياناً موجهاً عدد حافاته الوجهة هو «. اثبت أن 


لسع ٣م JF‏ <(0*م رز 


لاع لاعن 


d ¢ 


(a) 





(b) 


5 شكل (9-1) 


۲ 


(6) بين أكان البيانات الوجهان ۲,۲ العطیان في کل من (۵), (0) من شکل 
(1- 9) متشاکلین اما 
(7*) إثبت أن هنالك بالضبط 16 بياناً موجهاً بسيطاً بثلانۃ رؤوس غير متشاكلة مثنى 


مثتی. 


(3-1) البيانات الجزئية ( Subgraphs‏ ( 





يقال لبيان انه بیان جزئي من البيان © اذا كانت مجموعة رؤوس 1ر هي 
مجموعة جزئية من مجموعة رؤوس 6 ۰ وكانت كل حافة في 11 هي خافة في ى . 
واذاكان کا بيانا جزئيا من بیان © ء فاننا نعبر عن ذلك ب 0 8 

البيان التافه ( حامدعع آانتھ ) هوبيان خال من الحافات » 

اي ان عائلة حافاته خالية ٠‏ ويرمز للبيان التافه المكون 
من ۲ من الرؤوس المنعزلة ب ١,‏ . يعتبركل بیان تافه,× بياناً جزئياً لكل بیان ذي رتبه 
لاتقل عن ۲ . كما أن كل حافة لبيان © تعتبسربحد ذاتها بياناً جزئياً من البيان .G‏ 
وبصورة عامة » يمكن الحصول على كل البيانات الجزئية ا مختلفة ( أي غير المتشاكلة 
مننى مثنى » لبيان © وذ لك بايجاد کل العوائل الجزئية المختلفة ! (0) ۴ ؛ كل عائلة 
جزئية هي عائلة حافات لبيان جزئي من 6 . 

ينطبق تعريف البيان الجزئي هذا على البیانات الجزئية الموجهة لبیان جزئي موجه . 
فاذا کان 0 نياناً موجهاً » ركان 51 بياناً موجهاً بحيث أن (6) ۷۷ وأن 
كل الحافات الوجهة 511 هي حافات موجهة | ۰ فعند ئذ نقول أن 1۷ بیان جزني 
موجه من البیان 8 . 


لاحظ ان کل الفاهیم والقضایا التي سوف 
نذکرها في هذا البند تطبق ( بتعديل بسيط ) 
على البيانات الموجهة 

مثال (1) : جد كل البيانات الجزثية المختلفة 
( بحدود التشاكل ) للبيان المین في شكل 
(10-1) التي مجموعة رژوسها هي (0) ۷ ۰ شکل (10-1) 








(ء) التمارین التي حليها النجمة () تعتبر اصعب من غیرها . 
۳۳ 


الحل : نأخذ كل الجموعات الجزئية الممكنة من مجموعة الحافات (0) 8 . 
على ان نهمل تلك التى تزدي الى بيانات جزئية متشاكلة . فنحصل عل البيانات 


الجزئية المبينة فى شكل ( 1 - 11). 


۷4 
3 V4 
5 ۷3 
© 
۷ V2 ۷ ٢ر‎ 
H, ۳۹ 
37 
۷ 
4 و۷ 4 و۷‎ 
o 
4 ۷ ۷ 
1 ۷ 2 
1 1 
4 5 
4 ۷3 ۷۸ ولا‎ 
۷ ۷2 وا‎ 
11 
7 11 
8 
V4 V3 
2 
3 5 )11-1( شكل‎ 


۲٤ 


۷3 374 
© © 
٠ ۰‏ 
۷ 
۷ 1 
بط 
و۷ ۷ 
إى 
و۷ 37 
وط 
و۷ ۷4 
ل 
V2‏ ۷ 
Hg‏ 


واضح أن لدینا 10 بیانات جزئية مختلفة ؛ بالطبع ء كل بیان یعتبر > حسسسب ‏ 
التعریف . بیاناً جزئياً من نفسه . اذا ردنا أن نجد کل البیانات الجزئية ومن ضمنهسا 
المتشاكلة بعضها مع بعض . فسوف نحصل على 32 = 25 بياناً جزئياً : وذ لك لان عدد 
الحافات في البيان المعطى ى هو 5 . 


مغال (2) : جد كل البيانات الجزئية الموجهة للبيان الجزئي الموجه تا المعطى في 
شكل (1 - ۰02 التي لها نفس رژوس ۲ . 


۷ 


۷+ 3 


7 12-1( 
شكل ( 4 ۰ 


الخلا : الطلوب في هذا الثال ايجاد کل البیانات الجزئيه من ذ ضمنها المتشاكلة بعضها 
مع بعض › ء لذ للكفان لدينا16 = *2 بیانا جزئياً موجهاً من ضمنها ,]و12 نفسه ؛ وقد 
رسمت البقية في شكل (13-1)۔لاحظ ان ,11, ر۴ , 1و 14 متشاكلة بعضها مع 
بعض ٠‏ كذلك ‏ 2116 متشاكل معا ۰و1 متشاكل معو1]. كم عدد 
البيانات الجزئية المختلفة في 5؟ 


من البيانات الجزئية المهمة بخاصة هي البيانات المقطعية ر section graphs‏ ( 
التي نعرفها هنا . لتكن ۷ مجموعة جزئية من ۷ ۰ مجموعة رؤوس بيان ,6 . يعرف 
البيان القطعي > الذي يرمز له ٠ G(W)‏ على انه البيان الجزئي من 0 الذي مجموعة 
رؤوسه /م والذي حافاته هي كل حافات 6 التي تصل رأسين في ا . وعندما ۷ = ۷ 
يكون البيان القطعي هو 6 نفسه + وعندما تكون إ۷ ) = ۷ مكونة من رأس واحد 
فقط . فان (0) © بتکون من کل اللفات ر ان وجدت ) عند الرأس ۷ . 


حافات ےشن ۷ : اللقات عند ۷ زان وعدت) تزع أرق ازع 


Yo 


۷ 


۱ 


وآ 
۱ © ۱ 
H,»‏ ان موق وق 
۷ ۷4 
۷ ۷ 
مر درظ 
شکل (13-1) 


ففي المثال  )1(‏ البيان الجزئي .51 المبين في شکل ( 11-1 ) هونجمة 
معرفة بالرأس ,7 ؛ كما أن 11 في شكل ( 13-1 ) هونجمة معرفة بالرأس ١‏ 
للبيان النجه ¬ المبين في شكل ( 12-1 ). 


۳۹ 


لكل بیان جزئي 11 من بیان © يوجد بالقابل بیان جزتي وحید يطلق .عليه البیان 
الجزئي التمم ! 11 في 6 ( 0 the complementary subgraph of H in‏ ( 
وبرمز له 77 › وهویتکون من رژوس ی مع کل حافات 0 التي هي ليست حافات في 
ابيانالجزئي جو . وسوف نشیا لا نالجزئي المتمم[ 11 في ن بكتابة 


.۰ - 6 دس 1 


ففي شکل ( 14-1 ) أعطي بیان 6 ۰ وبيان جزئي 11 من ى مع البيان الجزئني 
التمم 8 في 6. 


شکل (14-1) 


اذا کان © بياناً بسيطاً ء فاننا نعرف متمم ي. الذي یرمزله 8ء بانه لبیان 
البسيط الذي رژوسه (6) ۷ رحافاننه هي قل الحافات [ ]ا حیث 
u, ve ۷ )©(‏ » التي هي ليست حافات في 6 . فمثلاً ء اذا كان © هوالبيان العطی 
في شکل ( 10-1 ) فان متممه تا هوالبیان العطی في شکل ( 15-1 ) . 


V4 ¥3 





۷2 ۷ 
شکل (15-1): 6 
يقال لبيان بسيط 6 انه متمم ذاتي ( complementary‏ - ءامو ) اذاکان یىی 


متشاكلا مع متممه 6 . فمثلا › البيان 6 سج ۶ - 16 ) متشاكل مع 
متممه 5 ء ولذ لك فان 6 متمم ذاتي . 


۷ 
3 ۷ 
4 ۷ 
هه سم مم مه ما ہے ل 5 
7 4 
و €" 
7 3 ۰ 
٠‏ . 
ہے 
4 
‫٠ <۰‏ 
۰ ‫ 
۰< 7 
۰ 0 
و 9 
اب 
۷2 2 3 ۷ ۷ 
0 


شکل (16-1) 


۸ 


٠‏ ۰ (4-1) بعض العملیات على البيانات 





نذكر في هذا البند بعض العملیات" على البيانات . 


يقال للبيانين ( ,€ , ,۷ ) = ر6 و (وظ] ,۷) = و0 انهما منفصسسلان 

( »وزه‌زونه ) اذاكان 4 = ر۷ ۷,6 ۰ حيث 4 هي الجموعة الخالية . كما يقال 
انهما منفصلان بالنسبة للحافات اذا كان ی = ر۸۴ ,2 ۔ واضح أنه اذا كان البیانان 
,6 ور منفصلين فانهما منفصلان بالنسبة للحافات ۰ ولكن العكس غير صحيح . 

لیکن (,۷,,۴) = G,‏ و (و, و۷) = وت أي بيانين بسيطين . يعرف 
اتحاد ( «دنصں ) ,© ورن بانه البيان ر6 لا ,0 الذي مجموعة رؤوسه هي ۷,۵۷۷ 
ومجموعة حافائمه هي ,5,45 . يمكن تعميم عملية الاتحاد لاي عدد منته من 
ابیانات ؛ فاذاكانت ,© ,... , ر6 , ,6 بيانات بسيطة فان اتحادها هوالبيان ,ی “ا 
الذي مجموعة رؤوسه هي ۰ن) ۷كا ومجموعة حافاته هي (رن )عم لا 
واضح أن عملية الاتحاد تحقق خاصيتي التجميع والتبادل . 0 


اذاكان ,6 و ,© بيانين بسيطين منفصلين . فان بیان اتصال ( «نمز ) ھذین 
البيانين هو البيان الذي مجموعة رؤوسه (:) 8۷( ,6 ) ۷ وحافاته هی كافة 
حافات © ورن مع كل الحافات التي تصل راسا في ,6 مع راس في © ٠‏ وبرمزله ب 


,6 + ,6. وهذا يسمى احيانا مجموع ,6 مع ,© . شكل( 17-1 )يوضح 
عملية اتصال بيانين . ع 





۷1 u, 
ر۷‎ ۳ 
ولا د۷‎ 
6, + ر0‎ 
6 G, 
)17-1( شکل‎ 


7 هنالك عملیات ثائبة أخرى عدبدة تعرف ٛ 
ہج سرد ا م 
صل الديكارتي للمجموعتين ,۷ 9 ر۷ .من هذه | يات الضرب ریب 
فيعرف الضرب رى × ,6 بانه البيان الذي مجموعة 20ء کت 
الرأسان ( اء 3 ( دنا :۷2 ) متجاورین متی ماکان [ و۷ واه 1 0 
أو [ ينا = u,‏ 719 متجاوراً مع ر۷ ] کر مو اہم لود هذا کت 


ا 
(ہلا, 
لا : ,۷) ( ول ۷) ( ول , ,۷) 
( را , ,۷) 
۷ 
وا 
ليلا و۷) ( ولا ( ۱ 
ونا ۷2 ( ولا , ۱ 
(v2 2‏ زرا ر۷) 2 
60 
ر6 G, x‏ 
4 
2۰ 
شکل 1 -18) 


اخيراً 
9 ہو ا ,® 9 ر6 : نعرف الترکیب ر the composition‏ ( 
[e 1‏ ۳ ن ي مجموعة رؤوسه هي ولا × ۷ × ,۷ ویکون فيه الرأسان ( ولا ۰ ,۷) 
- اورین متى ماکان[ :۲ متجاوراً مع ر۷ | أو[ ولاك ر۷ و نا متجاوراً مع رنا] 

) 9 ) یبین الترکیب [ ©] ,6 للبيانين ,6 2ہ المعطيين في شكل ( و 


۳۰ 





هنالك عملية ثنائية تعرف على البیانات الجزئية لبيان ما. وهي عملية التقا 


intersection )‏ ( فاذا كان ,۲1 و ر۳ بيانين جزئیین من بیان بسيط ن . وکان 
.ال عو ( 13 ) 1۱۱۱۷ ۷ فان بیان تقاطعها ۲,۲۷ هو بیان جزئي من ن 
مجموعة رژوسه هي ( ,11 ) 0۷ (,1ا) ۷ ومجموعه حافاته هي( ,11) 8 ^ ) E ) H,‏ 
طبيعي أنه. یمکن تعمیم هذه العملية لاي عد د منته من البیانات الجزئية لنفس البيان. 
فاذ! كانت ۰۲۱::....۲۱ ,11 بیانات جزئية من بیان بسيط © . وکان 


ف0 
, ۵ لب )لا i=,‏ 


فان بیان تقاطعهما ,۱۷ “7 هوبيان جزئي من 6 مجموعة رؤوسه ‏ (.4[) ۲,۷ 


ومجموعة حافاته و .في شکل (20-1). کل من JH,‏ ۲۰ 
بیان جزئی من ی + ولقد ذکرنا كلا من ,2۲۱,۱۲۱ :۲,۲۱ ٠‏ 


۳۹۱ 


۳۲ 


شکل (1 20) 


۳2 
2 
52 


۷ 





36 


و۷ 


ر۷ 


۷۲ 


و۷ 


ولا 


# تمارین ( 3-1 ) 


(1) إرسم کل البيانات البسيطة التي لها أربعة رؤوس (بحد ود التشاکل). 
(2) جد كل البيانات الجزئية المختلفة بخمسة رؤوس من البيان 6 المعطى في شكل 
(21-1) 


شكل )21-1١‏ 
(3) لیکن ,11 و دآ بیانین جزئيين من البيان البسيط © . إثبت ان 
HUH, =H, ۵,‏ 
۱ ۰ لا عد HNH,‏ 
(4) لیکن ,6 و ر6 بيانين بسيطين. منفصلين . أثبت صواب أو خخطأ 


G, +6, =6, +6 


(5) لیکن ,۲۱,۶۲۱ و ر1٨‏ ثلاثة بيانات جزئية من البيان البسيط 6 . فاذا علمت ان 
و V(HINV(H,)‏ .4 ٭ ريك ۱۷ ۷۱۷۷۱۱ ۰× ۲۱۳۱۱۸۱۸۷۱ 
فأئبت ان 


1۰ط 1٦ ۸٥8,٠‏ نا (H,‏ = ريك )۲ 
۳ب 


H, N (H2 زول نا‎ = (H, ہ‎ H,)U(H, NH,). 


0 لیکن ,6ر6 وی ثلاثة بيانات بسيطة منفصلة. إثبت صواب أو خطأ 


.ریہ + G,)U(G,‏ + ,6) <(و6 نا 6) + ,6 


(7) إنبت ان عدد رؤوس أي بیان متمم - ذاتي هو 4۲ او .+ 4۶ حيث آن ‏ عدد 
مجح موسا 

(8) هل إن عملية الاتصال تحقق خاصية التبادل ؟ خاصية التجمیع؟ 

(9) جد ر6 × ,6 و ,6 × بنا حیث إن G,‏ و ر6 هما البيانان المعطيان فى 
شکل(1 -17) .هل إن :© × ,6 و ,۵ × ر6 متشاكلان؟ ١‏ 

(10) جد [ ,6 ] ونه حيث إن ,6 و ر6 هما البیانان المعطیان فى شکل (1 - 18) 
هل إن[ ر6 ] ,6 و | ,6 ] ون متشاكلان؟ ۱ : 

(11) ادا کان رت ور بيانين بسيطين منفصلین . وکان عد د رژوس ,6 هو," وعدد 
حافاته ۳ ۰ وعد د رژوس ر) هور" وعد د حافاته :0‏ فجد عد د رژوس وعدد 
حافات کل من البيانات. [ رن ] ,0 ,6 لا ,6,6 + ,6 ,ين × ,6 . 


(1 - 5) بعض البیانات الخاصة 





سوف نشرح في هذا المجال العد ید من البیانات المهمة والشهورة التي سوف نتعرض 
لها فی بعض اجزاء الکتاب : لذ لك نجد من الضروري ان بتعرف عليها القاريء. 


يقال إن البیان 6 بیان تام ( graph‏ 0۳0۵۱6۱6 ) اذا كان 6 بسيطا وکل رأسين 
مختلفين فيه متجاورين. ويرمز عادة للبيان التام الذي عدد رؤوسههب .کا . البیانسات 
ایکا ٠‏ حيث 2.3.4.5 = ١‏ . مینة في شكل 1 - 22). واضح ان درجة كل 
رأس في ٤ا‏ هي( 1 - م ) . ولا کان عدد حافات كل بیان يساوي نصف مجموع درجات 
رؤوسه [ مبرهنة ( ] - 1 )]: فان عدد حافات ,× هو 2)8-1(/2 


۳ 


1 


5 


شكل ۱ -22) 


بقال ان الببان الموجه 0 بیان موجه تام اذا كان 0ا بسيطا وفیه حافتان موجهتان 
1 ب یال موجه تام وف مو 


باتجاهین مختلفین بين كل رأسين مختلفین. وبذ لك . فان البيان الموجه البسیط یکون 
تاماً اذا ادى اهمال اتجاهات الحافات وحذف مضاعفاتها الى بیان تام . 


اذا كانت درجة کل رأس »في بيان © هي ۲ . أي أن: = ۰۸۱۷ فعندئذ بطلق 
على © بیان منتظم من الدرجة ۲ . وباختصار منتظم -۲ regular‏ -۲) . واضح ان 
کل بیان تام ےکا هوبیان منتظم من الدرجة (1 - ۰ ) ؛وان N,‏ هوبیان منتظم من الدرجة 


۳۵ 


صفر. طبيعي » ان متمم کل بیان منتظم- :بسيط ہو بیان منتظمب (۲-1- ه) . 


من البيانات المننظمة المهمة» في قضایا التلوين بالاخصء هي الببانات التكعيبية 


the cubic graphs (‏ ( وهي التي تکون درجة کل رأس فیها مساوية 31 . ففي 1. ففی شكل 
(1- 23 ) بوجد بیانان تكعيبيان ؛ يعرف البيان في (b)‏ باسم بیان بیترسن 
Petersen graph (‏ ( . 4 





(ط) بیان بیترسن (a)‏ 


شكل (] -23) 


من الببانات النتظمة الشهورة تلك المعروفة باسم بيانات أفلاطونية ۳۱۵۱0816 ) 
(وطمهع .وهي بيانات منتظمة تتکون من رژوس وحافات الاجسام (الافلاطونية) 
النتظمة الخمسة الآتية : رباعي السطوح (أي هرم ثلاڻي ) (tetrahedron‏ : مکعب . 
ثماني رھ ( octahedron‏ ) : وذو الائني عشر سطحاً ( dodecahedron‏ ) 

وذ والعشرین سطحا ( icosahedron‏ ) ؛ وقد رسمت هذه الاجسام في شکل( 24-1( 


ورسم في شكل (25-1) البيانات الافلاطونية القابلة لها . على الترتیب . 


یعرف البيان الثنائی التجزئة ( ail ( bipartite graph‏ بیان E)‏ ,۷) = 0 
بحیث د ن تجزئة( ا ویش ووس ردن ۷و ,۷ بحيث أن کل 





(0) يقال ان ,۷ ,... ,ر۷ , ,۷ کر د 
(OV = ٢‏ :زعو ارب = UV, ۴۵: (DVINV,‏ 


۳۹ 


حافة في ع تصل راساً في ,۷ برأس في ,۷ .1 آنظر شكل (1 -26)]. ویمکن أن 
نرمز لهذا البيان الثنائي التجزثة ب (ظ : ۷,,۷) = 6 - 


ر ثلائي السطرح 


0 ثماني السطوح 0 سد اسي السطوح 





)05 ذوالعشرین سطحاً 4( | ذو الااني عشرسطحاً 
شکل؛ (24-1) تس 


۳۸ 


شکل (25-1) 


(6) 


4) 


5 


0 


(1) 


شکل (26-1) : بيان ثنائي التجزئة 


واضح انهاذاكان و بياناً وکان ممکناً تلوين رژوسه بلونین › أحمرأوأزرق 3 
بحيث لايوجد رأسان متجاوران لهما نفس اللون ؛ فعند ذلك يكون 6 بيانا ثائي 
التجرئة . 

ویقال لبيان بسيط © أنه ثنائی التجزئة تام ( (complete bipartite‏ إذزا 
امكن تجزئة مجموعة رؤوسه 7 الى مجموعتين جزئیتین,۷ ور۷بحیث ان کل رأسفي 
,۷ متجاورمع كل راس في ,۰۷ وکل راس في, ۷ متجاورمع كل راس في :۰۷ ولابوجد 
راسان في , ۷( ر ۷ )متجاوران اي أن مجموعة حافات 0 هي 


E = {[uv]|üeV,,veVv,}. 


واذا کان عد د الرژوس في , هو وي ر۷ هوه فعند ئذ یرمز للبیان الثنائي التجزئة تام 
و ,ی . فمثلاً » البيانان ,رو × مرسومان في شکل (27-1) توضیحا 
لهذا التعريف . 





شكل (27-1) 
۳۹ 


واضح ان کل نجمة بسيطة هي بیان ثنائي التجزئة تام , ,12 . لاحظ ان عد د رژوس 
ریک هوم + ص وعد د حافاته هو ويم . 
يقال لبيان 6 انه غیرمتصل ) disconnected‏ ) ) اذاامكن جر مجموعسة 


رژوسه الى ۷۰ و ر۷ بحيث لاتوجد اية حافة في ى تصل رأساً في ,۷ برأس في ¥ : 
ويقال لبيان انه متصل (٭) ( connected‏ ) فیما عدا ذلك › . اي اذا لم يكن بالامکان 


تجزثة ۷ الى ا و ,۷ بیت لاوج خافانصل را في ,۷ برأس في را . البيان 


. في شكل رر-28) هویان متصل ۰ ولکن البيان :6 غير متصل‎ ٥ 


7 ۷ 
۷3 8 9 
AN 0 
۷ 
4 
۷2 
۲۷ 
7 ۷٢ 
7 
7 60 


0 


شکل (28-1) 
يقال للبيان الجزئي ا متصل غير الحتوی فعليا في اي بيان جزئي متصل آخرمسسن 
البيان 6 انه مركبة ( component‏ ) ! ی . البيان "6 في شکل (28-1) یتکون 
من ثلاث مركبات. طبيعي ء اذا كان بیان مکون من مركبة واحدة فھوبیان متصل ؛ كما 
ان كل بیان متصل يتكون من مركبة واحدة . 


يقال لبيان متصل انه دارة ( cycle‏ ) اذا كان منتظماً ومن الدرچة 2 . پرمسز 
للدارة التي عد د رؤوسها « بالرمز ,© .كما يقال لبيان مكون من n‏ راس » حيث 
٥ < 3‏ » انه عجلة . (۷۲00۱) اذا کان مكوناً من الدارة رب مع رأس متجاور 
مع كل رژوس ,_,0 ء وبرمزهذ ه العجلة + ,۷ . شكل (29-1) يبين,© ,۷ 








(«)یمکن تعريضالبيانالمتصلوالبيانغيرالمتصل باستعما ل مفهوم الد رب الذ ي‌سواف نأتي ا ی شرحەفي الفصل الثاني . 
۶۰ 


شکل (29-1) 


يقال لبیان 6 انه ذوتجزئة - ۲ اذا امکن تجزئة مجموعة رژوسه ۷ الى مجموعات 
تیه 05 سس 05 5 دم و ۶ 
جزئية غير خالية ,۷,,۷,,...۷ بحيث لاتوجد اية حافة في 6 تصل رأسین 


في نفس المجموعة الجزئية . 


لیکن 6 بباناً بسيطاً . يعرف بيان الناقلة ( interchange‏ )[ © » الذي 
يرمز له ب (1)6 ء بانه البيان الذي عد د عناصر مجموعة رژوسه يساوي عد د عناصر 
(6) ۴ » وعندما یرمزلرژوسه بالرموزالتي تمثل حافات البيان © ء فان رأسين © و ع 
في ( 6 )1 يكونان متجاورين اذا واذا فقط كانت الحافتان ٥‏ و © في © متجاورتين . 
الشكل ١‏ 30-1 ) يوضح هذا التعريف . 


°4 





KG) 


)30-1( شكل‎ 
٤ 


يمكن أن نحصل على (1)6 بسهولة ؛ وذلك بوضع رأس ۰ ۶ ٠‏ مثلاًبعلامة × 
على کل حافة © من 6 ء ثم نصل الرأسين ۶ وت بحافة تتمي الى (1)6 اذا واذا 
فقط كانت الحافتان القابلتان هما ٥‏ و ٴ متجاورتین في 6 . الشکل ( 31-1 ) 


یوضح هذه الطريقة بالنسبة للبيان 6 المعطى في شكل ( 30-1 ). 





شكل (31-1) 


تمارين ( 4-1 ) 


(1) اعط مثالاً رمع الرسم ( لکل من البیانات الآتية 1 
(أ) بيان بسيط ثنائي التجزئة منتظم من الدرجة 4 . 
(ب) عجلة بحيث تکون أحدى مرکبات بیانها التمم دارة . 
رج) بیان بسيط متصل منتظم برتبة 1 عدد حافاته 14 . 
(د) بیان بسيط 6 بحیث یکون متشاكلاً مع (1)0 
رے) برهن على أن اي بیان متصل برتبة 2 يجب ان يحتوي على مالایقل عن (1 -ه ) 
من الحافات . 
(3) جد بیان المناقلة للبيان ,× . من أي البيانات الأفلاطونية يكون (>1)1 ؟ 
(4) هل يمكن ايجاد بيان © بحيث أن (1)6 نجمة ؟ 
(5) اثبت ان (,کل)؟ هوبيان منتظم بدرجة (4-م2) . واثبت ان بے >1 )1 
هو بیان منتڈ بدرجة (2 - (m+n‏ . 
(6*) لیکن ن بيانا بسیطا برتبة 6 . اثبت ان وکا بیان جزئي من 6 اومن 6 . 
[ تلمیح : خذ أي رأس ٢‏ في © وناقش الحالات . 5,... ,0,1,2 = )۸ 
لاثبات أن 6 يحتوي ,× عندما لايحتوي © على ,۸ ] . 


1 


(6-1) مصفو فات الوا قوع 59 ( Incidence Matrices‏ ) 





هناك العديد من المصفوفات التى يمكن استخدامها لتمثيل البيانات ( الموجهة أوغير 
الموجهة ) أوتمثل بعض البيانات الجزئية لبيان ما . ونشرح في هذا المجال المصفوفات التي 
تمثل العلاقة الاساسية بين رژوس بیان ما وحافاته » هذه العلاقة هي علاقة الوقوع > اي 
وقوع الرژوس على الحافات . وسوف نعرض في الفصول القاد مة أنواعاً اخری من 
الصفوفات ذات الأهمية التطبيقية في نظرية الببانات . 


لیکن (8 ,۷) = 6 بياناً فيه (,۷,:۷:,:۰:۷) = ۷ . تعرف مصفوفة 
التجاور( ناد م«هعوزهه )ء اومصفوفةالوقوع للرؤوس ۷6۲۸۵ ) 
incidence matrix )‏ » بانها مصفوفة مربعة [ ره ] = ۸ من السعةھ × 2 فيها 

ہ8 مساو لعد د الحافات التي تصل الرأسين Vi‏ و ز۷ ؛ طبيعي أن رره يساوي عسد د 
لفات عند الرأس :۷ ؛ واذاکان الرأسان ,۷ و ر۷ غیرمتجاورین يكون 0 = ريه . واضح 
ان ۸ مصفوفة متناظرة : 
اذاکان 6 بياناً بسيطاً ء عند ئذ تکون قيمة کل عنصرفي مصفوفة تجاوره اما 0 واما 1 » 
وتكون عناصر قطره الرئيسى كلها أصفاراً . 

وبا مئل ۰ تعرف مصفوفة التجاور لبيان غير منته » وعند ذلك تكون مصفوفة غر 

منتهية السعة . 

مثال (1) : اكتب مصفوفة التجاور للبيان المعطى في شكل ( 32-1 ). 


شكل (32-1) 


(«) نقترح على الطالب الذي يدرس الوضوع لاول مرة تأجيل قراءة هذا البند لحين الوصول الى البند (3 - 2) 
1 


الحل : بموجب التعریف تکون مصفوفة التجاور للبيان العطی 


0 2 1 0 
0 1 1 1 
0 0 0م 1 2 ]- ۸ 
3 0 0 0 
1 3 0 0 0 


لاحظ أن البيان العطی في شکل( 1 - 32 )يتكون من مرکبتین ۰ لذ لك فانه مسن 
الطبيعي ان تتجزا مصفروفة التجاور له قطريا بحيث ان کل مصفوفة جزئية واقعة على 
القطر هي مصفوفة التجاور لمركبة واحدة . 


طبيعي أن » كل مصفوفة مربعة متناظرة التي عناصرها اعد اد صحيحة غيرسالبة 
هي مصفوفة تجاور لبيان ما > ویمکن بطريقة مباشرة رسم ذلك البيان . من هذا نستنتج 
ان هنالك تقابلا متباينا بين البيانات ( بحد ود التشاكل ) والصفوفات المربعة المتناظرة 
التي عناصرها اعداد صحيحة غير سالبة . 


ويمكن تعريف مصفوفة التجاور[ ر 5 ] -۸ لبيان موجة 7 على انه مصفوفة 
مربعة فيها رة مساو لعدد الحافات الموجهة التي تصل من الرأس :۲ الى الرأس ز۷ 
في د . طبيعي أنه ء لايشترط ان یکون ۸ متناظرا . 


والآن نعرف نوعاً آخراً من مصفوفات البيانات. لیکن 6 بباناً بسيطاً مجموعسة 
حافاته هي (به,... ره , ,6) - 5 . تعرف مصفرفة الوقوع لحافات الیسان 
(edge incidence matrix (‏ البسيط ي على انها مصفوفة[ رص ]-71 مربعة 
بسعة ع × k‏ فیها 1= ر" اذا كانت الحافتان:» و رہ متجاورتین» ويكون0 = رہ اذا لم 
تكن الحافتان © وت متجاورتین» 0 = ,0 لکل ٭, ... ,2 ,و - ز . واضح أن هذه 
الصفوفة متناظرة.. . ۱ 
فمثلاً. مصفوفة الوقوع لحافات البيان المعطى في الشکل (1 - 30 ) هي 


٤٤ 


تب مرت ہم ہم 
د ن رن ہم 
ب سات ےن ہم 
د ن س ن ہنم 
مس O mu‏ 


واخیراً ‏ يمكن تمثيل البيان بنوع اخر من المصفوفات . وهذا النوع من التمثيل له 
اهمية كبيرة في تطبيقات الببانات في الشبكات الكهربائية كما سنلاحظ في الفصسل 
الساد س. 


لیکن (ع ,۷) = 6 .حيث ان 


وليه نا ري © )1 = Vg} , E‏ را رولا V = {Vy‏ 


نعرف مصفوفة الوقوع ) »تاه (incidence‏ للبيان ت بانها مصفوفة [,0] = 8 
بسعةهه «بحیث إن 1 رط عندما تکون الحافة ر» واقعة على الراس :۷ و 0 = ,رط 
فیما عدا ذلك واضح انه اذا كان 6 خالياً من اللفات . فان مجموع عناصر أي صف في 
8 يساوي درجة الرأس الذي يقابل ذلك الصف. ومنال على ذلك . تكون مصفوفة 
الوقوع للبيان 6 المعطي في الشكل ( 1 - 33 )هي 


© 
1 


e, و وع رع‎ es 6 
v, f1 0 0 0 0 0 1 
۷ 1 1 1 1 0 0 0 
B= و۷‎ | 0 1 0 0 0 0 0 
۷, [ 0 0 1 1 1 0 0 
۷۰۱0 0 0 0 1 1 1 


€ 
1 V2 


شکل (33-1) 


لاحظ ان العمود في 8 الذي يحتوي على عنصرواحد غير صفري یمثل لفة > کما ان 
العمود الذي يحتوي بالضبط على عنصرين غير صفربين يمثل حافة تصل رأسين مختلفين. 
ولذ لك ٠‏ يمكن القول بان هنالك تقابلاً متبايناً بین البيانات (بحد ود التشاكل) والمصفوفات 
التي عناصرها 1 آو0. بحيث ان كل عمود فيها بحتوي على عنصر أو عنصرين بقيمة! . 


وبالثل نعرف مصفوفة الوقوع لبيان موجة (۷,۸) - 5 خال من اللفات بأنها 
المصفوفة  ] 6,3٦‏ 8 بحيث أن1 = ,رط عندما يكون وا للحافة الوجهة 
ره .وان 1 -- زبطعندما يكون ,7 رأس الانتهاء للحافة الموجهة ۔رہ : وأن0 - 
اذا لم تكن الحافة الوجهة" ر۔واقعة على الرأس ۷ لاحظ أن کل عمود في 8 يحتوي 
بالضبط على عنصرين غير صفربين أحدهما 1 والآخرا - .وتوضيحاً لذلك. تكون 
مصفوفة الوقوع للبيان الموجه المعطى في الشكل (1 - 34 )هي . 


5 
1 
oo |‏ مس من 
لم ہن وه وه 
۱ 
© ہن اب و ه 
o‏ سا ه 
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شكل ۱۱ -34) 


مرهنة( 1 . - 2) GL‏ ی ارين الاك ابي - (n‏ 
حيث أن و هو عد د رؤوس البيان. 


البرهان: لاجل اثبات المبرهنة نستخدم مبدأ الاستقراء الرياضي على م ۔ 
عندما یکون 2 = 0 تکون تع اوق إحدى الصفوفین | 


0 0 


وفقاً لوجود حافة موجهة واحدة اوحافتین موجھتین باتجاهین متعاكسين. واضح ان مرتبة 
کل من هاتين المصفوفتین هي 1 . إن وجود حافات موجهة مضاعفة يؤدي الى تکرار 
بعض الاعمدة. وهذا لایزید الرتبة. لذ لك . فان البرهنة صحيحة[ 2 = م . 


والآن. نفرض ان البرهنة صحيحة لكل بیان موجه ب( 1 - ).3 < معمن الرژوس 
وخال من اللفات. وتأمل المصفوفة 8 لبيان موجه متصل بدون لفات . 5 .له" مسن 
الرؤوس . يمكن ترتيب أسطر 8 . دون التأثيرفي مرتبة الصفوفة . بحیث يصبح العنصرفي 
السطر الاول والعمود الاول هو ر . وفي السطر الأخير والعمود الاول هو 1‏ . 


۷ 


إن اضافة کل أسطر 8 ۰ من الاول الى ماقبل الأخيرء الى السطر الاخير يژدي الى سطر 
عناصره اصفار. لذ لك : فان مرتبة 8 لاتزید على (1 - 8) 


لتكن ,8 هي الصفوفة الناتجة من 8 باضافة السطر الاول الى السطر الاخير. واضح 
ان العمود الاول في ,8 يتكون من أصفار عدا العنصر الاول الذي قيمته هي 1 . إن مرتبة 
,8 هي نفس مرتبة 8 . لتکن 8 الصفوفة النانجة من ,8 .بحذف السطرالاول وکل 
الاعمدة الصفرية الناتجة بعد حذف السطر الاول. واضح أن رظ هي مصفوفة الوقوع 
لبيان موجه ,0 ناتج من 0 بتطابق الرأسين القابلین للسطرین الاول والاخیر في ج ء 
مع حذف کل لفة نانجة من هذا التطابق .واضح أن ,ا هوبيان موجه متصل خال من 
اللفات عدد رؤوسه (1 - ) ولذ لك تكون مرتبة رظ هي( (2 - ) بموجب فسرض 
الاستقراء الرياضي. وعلیه : فات,8 يحتوي على ( 2 - 7 )من الأسطر المستقلة خطياً. 
وبذ لك فان ,8 بحتوي على( 1 - )من الاسطر المستقلة خطياً . لأن السطر الأول لایعتمد 
على بقية الاسطر رماذ!؟). اذا مرتبة ,8 لاتقل عن ( 1 - ) وهكذا فان مرتبة 8 لاتقل 
عن( 1 - )من ذلك نستنتج أن مرتبة 8 هي ( (1- م) وهكذاء بموجب مب دا 
الاستقراء الرياضي ء فان المبرهنة صحيحة. 

نتيجة( 1 - 2 ):اذاكانت 8 مصفوفة الوقرع لبيان موجه خال من اللفات مكون من 
ممن المركبات و" من الرژوس: فان مرتبة 8 هيم - م ٠‏ 
يترك البرهان تمريناً للطالب. 


تمارين ( 5-1 ) 


(1) جد مصفوفة التجاور لكل من البيانات المبينة في الاشكال 
زا هر( ل 1 

(2) جد مصفوفة التجاور للبيان (1)6 المبين في شكل (1 - 30 ).وقارن جوابك 
بمصفوفة الوقوع لحافات 6 التي اعطيت في الشرح. هل إن مصفوفة الوقسوع 
لحافات أي بيان بسيط 6 هي مصفوفة التجاور لبيان المناقلة (1)6 ؟ 

(3) جد مصفوفة الوقرع لحافات النبان التام مک 

(4) جد مصفوفة الوقوع لکل من البيانات پگ . الکعب. ر لا 

)5( جد مصفوفة لوقوع لین الوجه امین في شکل ( (1 - 35) 


م1 


(6) لیکن ج مصفوفة الوقوع لبيان موجه بسيط 8 . ولتکن 
BB =M = [mg]:‏ 
حيث أن 8 هي مبدول (أومنقول) الصفوفة 8 . إثبت أن ١»‏ تساوي درجة 
ارس ,وا ر" .ز عد ف تساوي- (عدد الحافات الموجهة 2 التي تصل الرأسین 
(Vjs‏ 


٠ )2- 1 07 9 


شکل (35-1) 


( Embeddings of Graphs غمر البیانات ر‎ (7-1) 


لقد سبق أن ذکرنا أنه يمكن تمثيل آي بیان برسم شكل یتکون من دوائر صلسدة 
صغيرة تقابل الرؤوس وخطوط أو منحنیات تقابل الحافات. ووجدنا أن هذه الاشكال 
مفيد ة جا ا في توضيح العدیدمن مفاهيم البيانات. وقد سال القاريء عن المقصود بتمئیل 
البيان برسم أوبشكل؛ وهل أن ذلك التمٹیل يصح لكل بيان وفي أي فضاء هند سي؟ 
للأجابة عن ذلك نبدأ بأعطاء تعاريف لبعض الفاھیم ثم نعرف القصود بخمربیان مافي 
فضاء هندسي معين. 


يعرف منحني جوردن الفتوح (open Jordan curve)‏ في الستوي أو الفضاء 
قدي ده 298 رل مطح جسم بل اک رق عل اله منحن ستمر 
في السطح لا يقطع نفسه يصل بين نقطتين مختلفتين تسميان نهايتي المنحني . 
وبالمثل يعرف منحني جوردن المغلق ) Jordan cure‏ 010560 ) عل أنه منحنِ 
جورد اني نهايتاه متطابقتان [ إنظر شكل «ر -36) ]. 


1۹ 


رب) منحن جورد اني مغلق (أ) منحن جورد اني مفتوح 


شکل (1 -36) 


بصورة عامة . الفضاء 5 الذي سوف نتکلم عليه فیما ياتي من شرح هوذ لساث 
الفضاء الذي یمکن ان نعرف عليه منحنياً جورد انيا ( مفتوحاً أومغلقاً ) . وسوف نرکز 
بالاخص على المستوى الاقليد ي والفضاء الاقليدي الثلائي الابعاد . لانهما الفضاءان 
اللذان نژکد هما هنا . 


لیکن ,» و :© منحنيين جوردینیین مفتوحين في فضاء 5 . يقال أن ,© و و٥‏ 
متقاطعان ( 0055108 ) اذا وجدت نقطة في 5 مشتركة بینهما وهي ليست نهاية 
لاحد هما أولكليهما . وسوف نستعمل نفس هذا المعنى للتقاطع عند ما نتکلم على 
تقاطع حافتين لبيان ما . 





يعرف البيان الھند سی ( geometric graph‏ ( في فضاء 5 على أنه مجموعة 
من نقاط ۶ مع مجموعة © من المنحنيات الجوردانية التي د تحقق الشروط الآتية : 


(أ) يحتوي كل منحن جورداني مفتوح في ح على نقطتين فقط من ۶ . وهاتان 
النقطتان هما نهايتاه . 

(ب) بحتوی كل منحن جورداني مغلق في © على نقطة واحدة فقط من م . 

(ج) كل نقطة مشتركة بين منحنيين أو أكثر في ع هي نقطة في م . 


فمثلاً » الرسم في شکل( 1 - 37 )ليس بياناً هند سياً لان النحني الجورد اني الفتسوح 
۲ بحتوي على ثلاث نقاط من الجموعة وط بط وط رط «P= {Ps‏ مما 
يناقض الشرط (أ) . 


,ط 





25 
P2 
1 3 


شكل (37-1) 


نحن الآن مهيؤون لشرح المقصود بالتعبييره غمر بيان في فضاء » . يقال انه يمكن 
.غمربيان 6 في فضاء 5 ( اوان 6 مغمورفي 5 ) اذاكان 6 متشاکلامع يان 
هندسى 1 في 5 ۰ أي يوجد تقابل متباين بين مجموعة رؤوس 0 ومجموعة نهايات 
النحنیات في 11 ۰ بحيث ان لكل رأسين ,۷ ودافي 6 ء اذاكان ٠‏ 
رم جع ۷ 0 رم > ۷ 
فان عد د الحافات التي تصل‌الرآسین ,۲ ورافي ى يساوي عد د النحنیات الجورد نية 
التي نهایتا کل منها ,2 و22 . 
اذاكان 6 بياناً مغموراً في المستوي ء فانه يمكن تمثيل 6 هندسياً في الستسوي 
بحیث لايوجد تقاطع ب بين ایة حافتين في نقطة ليست رأساً لاحدی ( أوكلتا) الحافتين 
وعند ذلك نقول هذا البيان انه بيان مستو ( graph‏ عمصعام) وسوف نشرح هذا النوع 
من البيانات في الفصل الرابع . فمثلاً » البيان ,× هوبیان مستو ۰ ولکن البیان × غير 
مستو[ انظرشکل (38-1) ] . في الواقع ؛ لایمکن غمر برق جح 
نتيجة غير تافهة وسوف يجد ها القاریء برهاناً في الفصل الرابع 
۱ 


شكل (38-1) 


مما تقدم نستنتج أن هنالك بیانات لا يمكن غمرها في الستوي . وقد بتوارد الى ذهن 
القاريء السوال الآتي : هل توجد بیانات لایمکن غمرها في الفضاء الاقليدي الثلاشسي 
الابعاد ؟ نجیب عن هذا السژال فى البرهنة الاساسية الاتية . 
مبرهنة (1 -3) : كل بیان منته یمکن غمره في الفضاء الاقليدي الثلائي الابعاد » 
57 / ۱ ِ 
البرهنة التالية أشمل من هذه المبرهنة . 


مبرهنة( 4-1 ): يمكن غمر أي بیان غير منته (7/,5) د في الفضاء الاقليدي 
الثلائي الابعاد > 3 اذا واذا فقط وجد تقابل متباين بين پ ومجسوعة جزئية مسن 


مجموعة الاعداد الحقيقية » وکذ لك وجود تقابل متباین بين :1 ومجموعة جزئيسة مسن 
مجموعة الاعداد الحقيقية 


سنعطي البرهان للمبرهنة ( 1 - 4 ) وهویشمل اثبات البرهنة (1 - 3)؛ 


۲ 


#6 البرهان : لیکن .1 أي مستقیم في الفضاء الاقليدي موہ 
متباین بين ( ۸ ::: ,۷ ) = ۷ ومجموعة جزئيةمن مجموعة الاعداد الحقيقية ۔ 
همالك تقابلاً متبایناً بين ۷ وبعض نقاط ا ولفرض أن بم جه إلا لكل 1۸ 
حيث أن :27 نقطة على 1 .وان ۸ مجموعة الاعداد الصحيحة الموجبة . لیکن ۷ أي 
مستو یمر بالمستقیم 1 .ولیکن × مستقيماً عمودياً على ۷ ولکنه لا بقطع ا .ماکان 
هنالك تقابل بين ٢‏ ومجموعة جزئية من مجموعة الاعداد الحقيقية . فان هنالك تقابلاً 
متبایناً بين ۱ | - "۲ وبعض نقاط المستقيم 1 ولنفرض أن :۵ > © لكل 
۸ احیث أن:ونقطة على × [ انظرشكل ( ۱ 39 (أ)) ]. لكل ,94 هنالك نصف - 
مستو واحد فقط . نرمزله ,11 . يمر بالنقطة ,و والستقیم .1 الذي يحده [ انظر شكل 
( 39-1 (ب) )]. وبذلك فان هنالك تقابلا متباینا بين ع ومجموعة أنصاف 
المستويات المختلفة ۱ ۸ م1 : ,۱۱ | ٠‏ 
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شکل ۱۱ ۱39 


اذا كان ١:‏ و١٠‏ رأسي الحافة * فاننا نرسم منحنیاً جوردانياً ‏ یصل النقطتیسن 
Pj;‏ د٥‏ فی الستوي ,11 ولایمر باية نقطة اخری من نقاط 1 .| اذا کان :۱ + ,۱ فانه 
یمکننا ان ٹرسم ‏ کنصف د ائرة قطرها قطعة الستقیم ,۳,۳ .واذا كان ر٠‏ = ١,‏ نأخذ 
نا دائرة في ,11 تمس ] عند النقطة ,0 .] واضح انه اصبح لدينا الات تقابل متباين بين 
ع ومجموعة اللحنیات الجوردانية ! ۱:۱۸ .من طريقة انشاء هذه اللحنیات 


er 


نستنتج أن مجموعة التقاط ( ۸ء 1: ,۳ ) مع مجموعة النحنیات (6,:۱6۸) تکون 

بیاناً هندسياً 14 في الفضاء الاقليدي 3 وأن 14 متشاکل مع البيان ن . ویذ لك. 

فانه يمكن غمر 6 في الفضاء R3‏ . 

وهكذ! » فانه یمکن رسم أي بیان بحقق شروط المبرهنة ( 4-1 )في الفض.اء 
الاقليدي ۸3 بدون ان يكون هنالك تقاطع بين أية حافتين منه في نقطة ليست رأساً 
لأحدى أوكلتا الحافتين. 


اذا تأملنا ا سطح كرة » فانه يمكننا أن نلاحظ أن البيان الذي يمكن غمره في المستوي 
يمكن غمره أيضاً في سطح كرة؛ وبالعكس » > كل بیان مغمور في سطح كرة هوبيان مستو. 
كما هو مثبت في المبرهنة الآتية. 


مبرهنة (1 - 5) : يكون البيان © مستوباً اذا واذا فقط أمكن غمره في سطح كرة. 


البرهان : لنفرض أن 6 بیان مغمورفي سطح كرة . نضع تلك الكرة على سطح افقي 
بحيث لايقع قطبها الشمالي ١١‏ (أي النقطة على سطح الكرة الني تقابل تماماً نقطة تماسها 

مع الستوي باعتباره أخذ أفقياً) على أية حافة من 6 . وطبيعي انه لیس رأسا في 6 . کما 
براض في الكل 





شکل ۱۱ 40) 


نحصل على تمثیل 6 في الستوي باتباع إسقاط إستريوغرافي stereographic‏ ) 
projection (‏ مرکزه نقطة × . فنصل کل نقطة من نقاط حافات 6 . المرسوم 
على سطح الكرة . بالنقطة ١‏ بمستقیم نمده حتی يلتقي مع الستوي . فنحصل من نقاط 
التلاقي هذه على اسقاط ل 6 على الستوي. نظرا لعدم وجود تقاطع بين اية حافتين من 
حافات 6 الرسوم على سطح الكرة. فانه لابوجد تقاطع بين أية حافتين في مسقطه على 
المستوي . أن هذا الاسقاط هو في الحقيقة تقابل متباين. لد نك فان 6 بیان مستو 


اذا کان 6 بياناً مستوياً . أي مغموراً في المستوي ‏ فاننا نتبع الاسقاط نفسه المذكور 
آنفا للحصول على تمثيل ل 6 على سطح كرة. وذلك بوصل کل نقطة من حافات 6 
بمستقيم الى نقطة × . مركز الاسقاط ۰ وتكون نقاط تقاطع هذه المستقيمات مع سطح 
الكرة تمٹیلال © على سطح الكرة دون ان يكون هنالك تقاطع بین أبة حافتين. وبذ لك 
بمكن غمر :© في نطح كرة. 8 


من المبرهنة السابقة نستنتج أنه لايمكن غمرالبيانات غير المستوية في سطح كرة. ولكن . 
هل يمكن غمر بعض البیانات غير الستوية في سطوح أخرى. كسطح الطرة (١‏ ::۱0) 
[إنظر شكلر 1 41)]. مثلاً؟ نعم . يمكن غمر بعض البيانات غير المستوية على سطوح 
أخرى غير سطح الكرة. فمثلاً . يمكن غمرالبيانات غير المستوية ...۸ ور و و ,1 
و باعل سطح الطرة. 


شکل ۱۱ ۱۹۱ : طرة 


لاحظ انه بمکن الحصول على سطح طرة من مستطیل بانطباق کل ضلعین فیه. وبالاستفادة 
من هذه الفکرة . فقد رسمنا , ,»ا وم کا على سطح طرة في شکل ۱۱ 2 ). ففي رسم 
4 ۲ احذ نا مجموعة الرؤوس مجزأة الى الجموعتین الوا سر وو 


1 1 


4 4 


ور 
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پل , ولا ,ولا إلا ) وللتعرف على المزید من النتائج في هذا الموضوع یمکن للقاريء 
الاطلاع على المصدر. ۲6۱ 


۷2 


۷ 





(أ) غمر ,ا في سطح طرة 


شكل (42-1) 


كم 


تمارین (1 -6) 


)1( ) إثبت ان كل بیان جزتي من بیان مستو یکون مستوياً. 

(2) إذك رکل قیم 7« و ‌بحیث یکون الان الثنائي التجزئة التام ,> مستوياً. 

(3) إثبت بالرسم أنه يمكن غم ر کل من البیانات , > . K٠‏ في سطح طرق. 

)4( بعرف عدد التقاط ( the crossing number‏ ) لبيان 0 بانه أصغر عدد من 
التقاطعات للحافات [لاحظ بانه لایسمح بتقاطع اکٹرمن حافتين في نقطة واحدة] 
عند ما يبرسم ü‏ فى المستوي . ويرمزلهذالعددب (0) ۷ . 
واضح أن 0 ( ٠)6‏ اذا واذا فقط كان 6 بياناً مستوياً . 
جد (K6)‏ ۲۱۲ وو) ۲ 1(۰) ۲ . 


0¥ 


الفصل الثاني س 


الد روب والدارات 


Chairs and Cycles 


بعد أن أعطينا العدید من المفاهيم عن البيانات وذكرنا الكثيرمن انواع البيانات . 
يمكننا أن ندرس خصائص البيانات . ولكن . سنلاحظ اننا كلما شرحنا موضوعاً 
جديداً نحتاج الى تقديم المزيد من التعاریف للمصطلحات التي سوف تصاد فنا لاول 
مرة . وكما سبق ان آشرنا في بد اية الفصل الاول . فانه لايوجد اتفاق تام على 
المصطلحات التي سوف نذكرها في هذا الفصل . 


( 2 - 1 )تعاريف : المسارات والدارات والدروب : 
نذكرفي هذا الجال المزيد من المفاهيم الاساسية لنظرية البیانات . لیکن( ۷.۴ ) = 6 


بیانا . يقال ان ۷۷ مسار( )من الرأس ,ا ی الرأس ٠,‏ في البيان 6 اذا كانس 
متتابعه متناوبة من رژوس وحافات بالصيغة 
ge 7۰‏ مسبت وٹ ون 
بحیث أن كل حافة تقع على الرأس يسبقها مباشرة والرأس الذي يليها مباشرة في هذه 
المتتابعة . يطلق على ٠,‏ الرأس الابتدائي ( (initial vertex‏ . ويطلق عا ۷ 
الرأس النهائي ( terminal vertex‏ ( للمسار ۱۷ . كما يقال لعد د الحافات 
n‏ . طول ! مسار . واذ ضح ان كل حافتین متتالیتین في السار ۷ تكونان متجاورتين ١‏ / 
متطابقتین . ومع ذلك وی سا و مر سی 
فمثلاً . التتابعةه بهبه.یه. من النجمة المبینة في شکل ( 2 جو E‏ 
سار من أن كل حافین این این( . ولكن المتتابعة 
,€ رہ ولا ارہ C2.‏ .رها من الحافات تکون مسارا من ,۲ الى را ۰ رذ لك لانه یمکن وضع 
هذه التتابعة من الحافات بالصيغة 
۰ رتا او Vege Og. Vg‏ ارت OV Oye Fo Ca. Va.‏ 
اض أن في تعريف سارلا بشترط عدم تا لحافات . وبالطبع . لایشترط عدم 
تکرار الرؤوس . 8۹ 


ہا 





شكل (2 ۱1۰ 


يقال لسار ۷ انه مفتوح اذا کان ,۷ ح ۷ ويقال انه مغلق اذاكان ,۷ = ,۲ ٠‏ 
رث أن 0 هوالرأس الابتدائي وان ٠,‏ هوالراس النهائي للمسار ۷ ٠‏ 


RS Ê‏ وت روت من راس ز× ال اراس في بیان ي اذا كان 
۲ شتا من ں۷ الى ,۷ . 


( ك۷ ا یق ولا رہ 
وكانت حافاته مختلفة. طول الدرب هو عد د حافاته. لاحظ انه قد تکون بعسضص 
رؤوس درب متکررة. اي لایشترط اختلاف الرژوس. ولکن. اذا كانت الرژوس 


,۷۷۱۰۰۷ كلها مختلفة. فعند ئذ يقال إن ۶ درب بسیط ر ونم (simple‏ . 


) ۷۵۰,۰۷ 


يقال لدرب م من ,رہ الى ,۷ انه دارة ٥٥‏ ا٥۷١‏ ) اذا كان ,۲ = ,۰۲ كما يقال 
لدارة إنها بسيطة اذا كانت كافة رؤوسها مختلفة. أي كانت بالصيغة. 
وگ 


حيث اد الرژوس و۷۱۷ Vos‏ كلها مختلفة. 


) ۷,۰6۱ ۰۲ و6‎ e. 


ملاحظة : لاجل السهولة والتبسيط سوف نکتب السارات والد روب والدارات 
کمتتابعات لحافاتها فقط على ان نتقيد بالترتیب اللازم للحافات والرژوس بموجب 
التعاريف مبتد ئين من الرأس الابتدائي ومنتهین بالراس النهائي . كما مبين في الشسال 
م5 


الاتي. 
منال 1 : تأمل البیان فی شکل (2 - 2 )» تجد ان 
و6 ي٥‏ : 6 وہ ٠‏ و٤٠‏ و6 درة ) = W,‏ 


( و6 :م6 6 66۰ و٤:‏ و : و6 ,€( = Wa‏ 


هو مسار مغلق من الراس ۷ الى اراس ۷ 


وان كلاً من و ريع ر ,€( = P,‏ 
( و6 ديع دم بع ) = رط ۱ 

هودرب من ,, الى :7 ء واضح أن ,۶ بسيط وأن,۶ غير بسيط كما ان كلاً من 

C, = (€, €7, Eg, €9). 

Ca = (e2. 6 €6): 

) و6 Fg»‏ 875 :86 :€4 مرت ,€1( = Cg‏ 
دارق وأن ,© و ین دارتان بسیطتان : أما © فهي دارة غير بسيطة وهي في 
هذه الحالة مکونة من اتحاد الد ارتين البسیطتین ,© و ,© . وهذه حقبقة صادقة 
دائما » فكل دارة غير بسيطة هي اتحاد دارات بسيطات لاتوجد بين أية اثنتين منها 

حافة مشتركة [ انظر تمرین (4) من مجموعة تمارین (2 -1)] . 





شکل (2-2) 


5١ 


يمكن تعریف :ا مسار الموجه ( المفتوح أوالمغلق ) > الد رب الوجه ٠‏ والد ارة الوجهة 
في بیان موجه D‏ بطريقة مشابهة لتعاریف هذه الفاهيم في بیان غير موجه 0 . 
بشرط آخذ الاتجاه للحافات بنظر الاعتبار . ولذ لك ۰ ۰ یعرف السار الوجه في ط . 
بانه متتابعة متناوبة من رؤوس وحافات موجهة بالصيغة 

) Vos و جزلا جرع‎ E Vy), 

بحيث ان کل حافة موجهة من الرأس الذي يسبقها الى الرأس الذي يليها مباشرة ۰ اي 
أن ٠۷:-,‏ هوالرأس الابتدائى وان 7 هو الرأس النهائى للحافة الموجهة ره 
وعندما یکون ۷ ولا يكون امسار الوجه 'مفتوحا ۰ وعندما یکون ,۷ = م۷ 
یکون السار الوجه مغلقاً . واذا كانت كل الحافات الوجهة مختلفة فانه یسمی درب 
موجه (ط٥۵ھ)‏ . بشرط أن یکون ,۷ < ر۷ . اما اذا كان ,ا = و۷ فعند ذ 
يصبح دارة موجهة ( directed cycle‏ ( أو دورق ( اتدہ×ة) 


وبعرف الدرب الموجه البسيط بأنه درب موجه كافة رؤوسه مختلفة » كما آن 
الدارة الموجهة ة البسيطة هي دارة موجهة کافة رژوسها مختلفة . 





اذا لم يكن هنالك أي التباس 2 فسوف نمثل المسارات والدارات والدروب 
الموجهة كمتتابعات للحافات الموجهة فقط بدون ذكر الرؤوس لانها تكون مفهومة نصاً 
من الحافات الوجهة 


منال (2) : تأمل البيان الموجه العطی فی شکل (3-2) ۰ تسجد أن 
“يم 8 3 
۲ ۱ ( 7© وو© وو© ,ین ) 
درب موجه من الراس ,7 الى الراس »۷ ء وان 
( بع ,وة 60 ) 
هو درب موجه بسيط من ,۷ الى "١‏ ؛ كما أن (وه.ی6) هي دارة موجهة 
بسيطة . بالطبع اللفة ی٥‏ هي دارة موجهة بسيطة . لاحظ أنه لايوجد درب موجه 
من ,۷ الى أي رأس : كما لایوجد أي درب موجه من أي رأس الى الرأسس 


1۲ 





شکل 2۱ -3) 


) Connectedness (۳ الاتصال‎ ( 2- 2) 


لقد سبق ان عرفنا في البند (5-1) البيان التصل . وهنا نعطي تعریفا آخر مکافتاً 
باستخد ام مفهوم الد رب . 


يقال ليان © انه متصل اذا واذا فقط وجد درب واحد على الاقل بين كل 
رأسين في ی . ويقال ان 6 غير متصل اذا احتوى على رأسین لايوجد بينهما اي 
درب . 
هذا التعریف اکثر فائدة من التعریف السابق . وبالطبع . التعریفان متکافتان [ انظر 
التمرين (۱) من مجموعة تمارین (1-2)] . 


يقال لرأسين , و ں في بیان © انھما متصلان اذا وجد درب من أحدهما. 
الى الآخر . اذا إعتبرنا أن کل رأس متصل مع نفسه . فاننا نجد أن علاقة الاتصال 
هذه هى علاقة تکافز . لانه اذا كان الرأسان نا و ۲ متصلين . وكان الرأسان 
ب و س متصلين . فانه يوجد درب من دہ الى 7 . ودرب من ب الى با . 

وبذ للك يوجد درب من ن الى پس . وعليه فان با و م« متصلات . 
۳ 


اذا كان ۲۱ , ۷) = 6 . فان مجموعة کل الرؤوس في ۷ التصلة مع بعضها 
تکون مع الحافات الواقعة علیها مركبة ل 6 . وبذلك . فان علاقة الاتصال على 
۷ تجزيء © الى مرکباته . بالطبع . هذه التجرئة وحيدة . 


البرهنة الآتية تبين لنا أنه في حالة احتواء البيان غير التصل على رأسين فقط بد رجة 
فردية . فیجب ان یکون هذ ان الرأسان متصلین . وبذ لك يجب أن يقعا فى نفس 
المركبة . 


مبرهنة( 2 -1): لیکن 6 بياناً بسيطاً محنوياً على.رأسين فقط . با و ۷ ۰ 
بد رجة فردية . عند ئذ یکون الراسان ا و ۷ متصلین . 


البرهان البرهان : لا كان كل بیان ( متصل أوغير متصل ) يحتوي على عدد زوجي سن 
الرؤوس ذات الدرجة الفردية[ راجع نتيجة (1-1) ] . فان الرأسين با و ۷ 
يقعات في مركبة واحدة ل 6 . وبذلك . فان هنالك درباً من ن الى , . اذا 
الرأسان , ہو ۷ متصلان . 


البرهنة الثانية تزودنا بعلاقة بين عدد رؤوس اي بيان جزئي من بيان متصل 6 
مع عد د مركبات متممة في G‏ . 
ہے مبرھنة (2-2) : لیکن 6 باناً متصلاً : وليكن 5 باناً جزئياً من ی . 
E‏ الجزئي امم 8 للبيان الجزئي ابو في ى 
لایزید على عدد رژوس 1 


البرهان : اذا كان 8 متصلا اقا سر ویو یت . وان نفرض أن ,© 
و ,© مركبتين في 7 . وليكن ,۷ رأساً في ,€ »و ۷2 رأساً في و .لما 
كان هنالك درب م في ی بين رب و ره وانه لايوجد في ع درب 
بين ,۷ و ۷۰ . فان هنالك‌في هذا الدرب م حافة * موجودة في 1[ 
وواقعة على رأس في ,© ٠‏ وکذ لك توجد حافة 2© في م موجودة في يا 
وواقعة على رأس في .© › قد يكون وہ = ,ع . وبذلك ۰ فان في كل من ,© 
و ے رأس واحد على الاقل من بو . من هذا نستنتج ان کل مركبة في ]ع 
تحتوي على رأس واحد على الاقل من بع . وبذلك عدد مركبات ع لايزيد على 


عدد رؤوس 34 . 
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فى المبرهنة الثالثة نستتخرج قيداً أعلى لعدد حافات أي بیان بسيط منته بدلالة عدد 
رؤوسه وعدد مركباته . 

مبرهنة (2 -13 : لیکن G‏ بیاناً بسيطاً عد د رؤوسه 2 وعدد حافاته « 
وعد مركباته 1 . عند ئذ یکون 


(1 +4 1 - ص)رع - ظ) 


3 
IA‏ 
س | دا 


البرهان : لیکن ہی ... . ,41 . بامرکبات 6 . وان ...۰۸۰۰ ,7 عدد 


AE‏ . عا لى الترتيب ہما ان عدد حافات اي بیان بسيط متصل برتبة ٢‏ لایزید 


يم A‏ اه تفت ۷ لايزید على ۱۱ - ,0۱2 ج“ 


ی 
وبذ لك . فان عدد حافات © لايزيد على ,۽ ۱ 
1 را - n(n;‏ 2 2 
1 < ز 
اذا اخذتا بيانين تامين ,۸ و ا . بحيث ان ¡ < ۲ < > .وازلنا من کا 


2 مع الحافات الواقعة عليه واضفناه الى .× ثم وصلناه بحافة مع كل من رؤوس 
.۴ . نحصل على ریک Kı gy‏ و زاد عدد الحافات ب 
(1+)- )یدود ان يتغير مجموع الرؤوس في البيانين . وبتکرار هذه العملیة نحصل 
على , K,,,‏ و ,كا . ونتوصل الى نتيجة وهي ان مجموع عدد الحافات فسي 
ہے کاو ,كايزيد على مجموع عدد الخافات في ,1 و ,۸ 
واضح انه يمكن تطبية تى هذه العملية في حالة وجود ٢‏ من البيانات التامة بحيث 
نحصا ل اخيراً على - امن الرژوس المعزولة مع بیان تام واحد برتبة (] +۷ -م) . 
حيث ان 7 مجموع الرؤوس فى كل تلك البيانات التامة . وبعد د من الحافات يزيد 
على عد د الحافات الاصلية . ۱ 
ما تقد م نستنتج ان : 


n(n; - 1( > 2 


۱ 


يم 
Il‏ 


وبذ لك يتم البرهان . 8 
المبرهنة الرابعة تزودنا بالعدد اللازم من الحافات لكي يصبح البيان متصلا . 


۳ 5 1 
مبرهنة( 2 -4).ا آي‌ابیانبسیطن ۽ هن ن الرژوس وبا کار من( 2 1:۳ 9۳ )رد 


م ن الحافات يكون متصلاً . 
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البرهان : اذا كان 6 مکوناً من خ من المرکبات ۰ فان عدد حافاته لایزید 


عل(1 + عا - 8( -ھ) ل بموجب المبرهنة ر2 -3) .ولا كان 


1 1 
(4+1-ه)(غ 8) سود > (2-:1()8 2 )ود 

عندما 2 < ۲ . وان عد د حافاتى يزيد على(2 - ۱()۳ - 5) 5 بالفرض . 
فان کون 2 < ۴ یناقض المبرهنة (3-2) .لذلك . فان 1= ) وان 6 
بیان متصل . 

المبرهنة 2 -3) تزودنا بالقید الاعل لعد د الحافات لبيان بسیط بدلالة عدد 
رژوسه وعدد مرکباته .والمبرهنة الاتية تزودنا بالقید الادنی لعدد الحافات . 

مبرهنة (5-2) : اذا کان ى بياناً بسيطاً متصلاً عد د رژوسه ۵ وعدد حافاته 

سدمسسووصوسےث ا 

m < فان 1 - ہم‎ .m 


البرهان : لاثبات المبرهنة نتبع طريقة الاستقراء الرياضي على عد د الرؤوس م 





صحبحة .لنفرض ان لکل بیان متصل رتبته ‏ ۲ . حیث ان 1 < 5< ۲-۱ . 
يحتوي على (1 - ۲) من الحافات على الاقل وتأمل بياناً بسيطاً متصلاً © عدد 
رؤوسه ˆ م وعدد حافاته 2 .اذاكانت درجة كل رأس في © لاتقل عن اثنتین 
فانه بموجب المبرهنة( 1 - 1 ) يكون لدينا 


2 ۲ < 2 


ای ان 


٦ 


2-1 < ۲ < 1۲ 
والان . نفرض ان هنالك في 6 راسا نا درجته تساوي ١‏ . فاذا ازلنا الرأس 
ند من ن مع الحافة الواقعة عليه . نحصل على بيان متصل © عددرژوسه “0 
: وعد د حافاته “ص . حيث ان : 


1 ط ے n‏ + 1[ - جو ع 10 


وبموجب فرض الاستقرار الرياضي . یکون لدینا 
٦٦‏ 


3 
۱۷ 

5 

۱ 


وعليه فان 


۰ ۶ اوح 1 لام سا و 
وهكذا . بموجب مبدأ الاستقرار الرياضى . تكون المبرهنة صحيحة . 8 


نتیجة (2 )ا : اذاكان ی بياناً بسيطاً عد د رؤوسه 2 وعد د حافاته « 
وعدد مركباته ۲ . فان )= م < 9 . 


البرهان مباشر ويترك باعتبارہ تمريناً للطالب . 


مبرهنة  2(‏ 6): اذاكان 6 بياناً بسيطاً خالياً من المثلنات (*) عدد 
رؤوسه 20 . فان عدد حافاته لايزيد على 2م 


البرهان : نتبع طريقة الاستقراء الرياضي على م. فعندما ! = «۰ يكون عد د الحافات 
0 أو 1 . لان البيان البسيط المكون من رأسين له حافة واحدة على الاکثر . وبذ لك . فان 
المبرهنة صحيحة عندما 1 - 8 


لنفرض أن المبرهنة صحيحة لكل بیان بسيط خال من المثلثات وعد د رژوسه(۱ - )2 
ولنأخذ بیان بسيطاً 6 خالياً من الثلنات وعد د رژوسه 20 . لتکن [ ۷ . ن ] حافة فى 6 
ولیکن 11 البيان الناتج من ن بازالة الرأسين ن و مع کل الحافات الواقعةعليهما . واضح 
أن 1۷ يحتوي على (1 2/0۰ راسا وهوخال من الثلنات . لذ لك فان عد د حافاته «ه 


لایزید على 1۳ ۰ ۱ ) 


اذاكان ٭ أي رأس ۔ غير درو .في . فانه لابمكن أن يكون متجاورمع بو , 
معا . لان ى خال من الثلثات . لذ لك ۔ اذاكانت درجة ن هي )فان درجة ١‏ لاتريد عل 
(۷ - 20 ). وعلیه . فان" . عدد حافات ى . يحقق التباينة 

m > (n - 1) + k + (2n -۷(- 1 = ۰ 


+ ) المثلث هودارة بسيطة طولها يساوي 3 . 
1" 


وبهذا يتم البرهان .8 


لاحظ أن هنالك بیانات بسيطة خالية من المثلثات يكون فيها عد د الحافات مساوباً 

لربع نصغ عد د الرؤوس . خذ مثلاً البيان الذي هودارة بسيطة بطول4 . ولذلك . فان 

دس هوأقل قید أعلى لعد د ا حافات هذا النوع من البيانات . وهذا السبب يطلق على المبرهنة 
(2 - 6 )البرهنة القصوى لتوازت ( Turan’s extremal theorem‏ ) 


كما يمكن إثبات أن عد د الحافات ص لايزيد على 4 /(1 - 22 )عند ما يكون البيان 
بسيطاً خالياً من المثلثات عدد رژوسه . ١‏ . فرديا . [ انظرتمرین رو) من مجموعة تمارين 


IEE 


الاتصال للبیانات الموجهة 





والآن نقد م فكرة بسيطة عن مفهوم الاتصال للبيانات الموجهة . يقال لبيان موجه م 
أنه متصل اذا كان ا مال اتجاه الحافات يؤدي الى بیان متصل » وفيما عدا ذلك فانه 
غير متصل . فالبيان الموجه ا في الشكل 7 - 6هو بيان متصل . 


۸ 


يقال لبيان موجه 0 انه متصل بشدة ( ٥٤٥۱ء‏ مد - براودهنة) اذا كان 
لكل رأسين مختلفين ناو ب في م يوجد على الأقل درب موجه واحد من داالى ۷ وکذ لك 
يوجد درب موجه من ۷ الى دأ . طبيعي أن كل بیان موجه متصل بشدة هو بیان موجه 
متصل . ولكن العكس غير صحيح . فالبيان الموجه المبين في الشكل(2 - 4)هو متصل 
ولكنه ليس متصلاً بشدة لعدم وجود درب موجه من الراس » الى الرأس د .البیان المعطى 
في الشکل رد - 5 )هو بان موجه متصل بشدة . 


شكل (2 5۰ 


قد نستفید من مفهوم الاتصال بشدة في تثبيت اتجاه السيرفي شوارع مدينة مابحيث 
يصبح السيرفي كل شارع باتجاه واحد وبحيث نستطيع أن ننتقل طبقاً لذلك من أي موقع 
الى اي موقع اخرفي د اخل الدينة . طبيعي أن هذا ليس ممكناً دائماً . الا اذاكانت خارطة 
شوارع المد بنة. (وهي التي تشكل بيانا ) تحقق شرطاً معيناً . کم هووارد في المبرهنة الآنبة. 


مبرهنة 2 - 7): لیکن ن بياناً متصلا . يمكن تثبيت اتجاه لکل حافة فين 
بحيث يصبح البيان الوجه الناتج م متصلا بشدة اذا واذا فقط كانت كل حافة في © 
تنتمى الى دارة واحدة على الاقل . 
البرهان : اذا أمكن تثبيت اتجاهات للحافات بحيث يصبح © متصلاً بشدة . فانه 
ينتج مباشرة انكل حافة في ن تنتمي الى دارة واحدة على الاقل . 
والان نفرض ان كل حافة في ن تنتمي الى دارة واحدة على الاقل . ولتكن © دارة 


ما. نعطي اتجاهاً لكل حافة في ع بحيث تصبح © دارة موجهة . اذا كانت ع محتوية 
على کل حافات 6 ۔عندئذ يتم البرهان , اما اذا وجدت حافات لاتقع في © فعندنذ 


۹ 


ناخذ منها حافة ». تكون متجاورة مع حافة في ح لتکن دارة تحتوي على . لكل 
حافات "© التي لم تأخذ اتجاها ۔ نثبت لها نفس الاتجاه . كالاتجاه الذي ينطبق مع 
< اتجاه مرورنا حول الدارة وفقاً لتتابعتها . وهكذا . نستمربتنبيت اتجاه لكل حافة في ى 
بهذه الطريقة حتى يصبح لدينا بياناً موجهاً . 
من السهولة ان نلاحظ ان البيان الوجه الناتج متصل بشده . لان في كل خطوة من 
خطوات تثبیت اتجاهات الحافات . يكون البيان الوجه الجزئي الناتج . والمكون من 
الحافات التي تم اعطاؤها اتجاهات . هو بیان متصل بشدة .ٴا 


تمارین (2 - 1 ) 


ر اثبت ان تعريف البيان المتصل المعطى في البند (۱ - 5 )يكافيء تعريفه المعطى 
في بداية البند (2 - 2). 

(2) لیکن © و“دارتين مختلفتين في بيان 6 ۔ ولتكن ۰ حافة مشتركة بين © 
و0. اثبت ان هنالك دارة في ى لاتحتوي على 

(3ا اثبت ان 6 بيان ثنائى التجزئة اذا واذا فقط كانت كل داراته زوجية الطول . 
یم برهن على أن كل دارة غير بسيطة يمكن تجزئتها الى دارات بسيطة لاتوجد حافة 
مشتركة بين أية اثنتين منها . 

(5) لیکن 6 بياناً بسبطاً . برهن على أنه اذا كان 0 غير متصل فان متممة 6 يكون 
متصلا . 

(6) لیکن ن باناً بسيطاً متصلاً. برهن على أن بیان الناقلة (1)6 يكون متصلاً 
أيضاً . 

(7) يعرف حصر (طانع ) بیان 6 بانه الطول لاقصر دارة فى 0 . جد خصر 
,۷ ,> , ہر پہکاوبیان بیترسن ۱ 

(8) اثیت النتيجة 2۱ - 1). 

(9) ات ان عدد حافات بیان سيط خال من الثلثات لايزيد على رم 5۶ ) 
عندما یکون عدد رژوسه (1 - 20 ). 

(۱0*) في بیان متصل بميط . اثبت أن أي أطولدربين بسيطين شترکان في راس 

واحد على الاقل . 

۱ لیکن ا بياناً موجهاً بسيطاً ومتصلاً بشدة ۔ وليكن عدد رژوسه « وعد د حافاته 
ال جهة ور اثبت‌آن 


,1(۰ -قام > ظ ک ۲ 


۷۰ 


(12*) ذ۱ كانىباناً متصلاً عد د رژوسه(6)ودرجة كل رأس فيه لاتقل عن و وطول 


كل دارة لایقل عن 4ء فاثبت ان و یک 6 . 
(13) ثبت اتجاهات لحافات البيان 6 المبين في الشکل(2 - 6 )بحیث يتكون لديك 


بیان موجه متصل بشدة . 


شکل (6-2) 


) The Cut - Sets ( الجموعات القاطعة‎ ) 3 - 2 ( 





هنالك مفهوم بياني ذو علاقة وثيقة بمفهوم الاتصال > وهو ذو أهمية كبيرة في 

نظرية البيانات وتطبيقاتها » وقد خصصنا هذه الفقرة لشرحه . 

لیکن ن بياناً .يقال لمجموعة 5 من حافات 6 انها مجموعة فاصلة 
J)disconnecting set (‏ 0 اذا كانت عملية ازالة (* الحافات التي في و مني 
تزدي الى بیان ء نرمز له 5- 6 . عدد مركباته يزيد عل علدو مركات 6 . فمثلاً » 
مجموعة الحافات ( :6,۰6 ,و6 , ,16 من البيان العطی في الشکلر 7-2( ) 
هي مجموعة فاصلة › لان ازالتها يؤدي الى البيان في الشكل(2 - ورب ) ) الذي 
عد د مركباته 3 + في حين ان البيان فير 2 - 7(أ) ) له مركبتان فقط . 








(«) يقصد بازالة (2600«۵1) حافة هو حذف تلك الحافة من البيان مع ابقاء الرأسين الواقعية عليها . 
۷۱ 


2 





رب ) البيان 5 - 6 


شکل (7-2) 


يقال لمجموعة من حافات © انها مجموعة قاطعة ()6:- 00۱ ) اذا كانت 
مجموعة فاصلة صغری . آي أنها مجموعة فاصلة ل 6 بحيث لاتوجد مجموعة جزئية 
فعلية منها التى هى ایضاً مجموعة فاصلة ل 6 . فمثلاً . فى البيان 0 فى الشکل( 2 - 7> 
مجموعة الحافات (معبه,یه:,6) لیست مجموعة قاطمة د ن.لان الجموعة 
الجزئية الفعلية ( ,۰:6 6۰6) هي نت فاصلة أيضاً ۰ ولکن مه , ره , به ) 
هی مجموعة قاطعة ل . لان اعادة اي من هذه الحافات الذلاث الى موضعه الاصل 
فى 6 يؤدي الى بیان له نفس عد د الرکبات ( اي 2) ل و. ۱ 


۷۲ 


واضح انه اذا كان 6 متصلاً وکانت 5 . مجموعة قاطعة ل ى . فان و - 6 
بیان غير متصل مکون من مرکبتین فقط . كما انه اذا كانت 5 مجموعة قاطعة ليان 
غير متصل . فان 5 مجموعة قاطعة لمركبة واحدة فقط من مرکبات 0 . 


بقال لحافة * انها رزخ ( نها ) اذا کونت وحدها مجموعة قاطعة للبيان 
الذي تنتمي اليه . فمثلا . الحافة » في البيان البین في الشکل(2 - 8 )هي بُرزخ. 


شكل 2۱ -8) 


ھی انه اذا كان © بياناً متصلاً . فان مجموعة كل الحافات . عدا اللفات ان 
. الواقعة على رأس . مثل ۷ . تشکل مجموعة فاصلة . وهي اما مجموعة 
بب تو ہت . فٹلا . فى البيان 
العطی في الشکل (3 - 8) الحافات الواقعة على الراس ٠‏ هي اتحاد مجموعتین 
قاطعتین ( ما هما ؟ ) . 
المبرهنة الآتية توضح العلاقة المتينة ب بين الدارات والجموعات القاطعة . 


مبرهنة (2 - 8 ) : كل دارة في بیان متصل ن تشترك مع أية مجموعة قاطعة ل 6 
بعدد زوجى من الحافات . 


البرهان : لتكن 5 مجموعة قاطعة للبيات المتصل ى . ولتکن ہر و 1 مركبتي 
و _ ى.واضح ان كل حافة في و تصل رأسا في بر برأس في بر 


لیکن ح دارة في ى . وليكن ,۲ رأسا واقعا على ح . لنفرض ان ١,‏ في 11 
اذا كانت كل رژوس © في 1ز . فان جميع حافات » هي حافات في 1 . وعند ذلك 


ve 


لانوجد حافات من 5 مشتركة مع مجموعة حافات © . أما اذا كان هنالك رآس من ع 
في 11 > فاننا عندما نبدأ من ۷۵ ونمر حول © سوك نعبر من الرکبة 14 الى المركبة ۲۱ ۰ 
ومن ثم نعود الى ہر . وهکذا في كل عبورمن 11 الى 1 ثم العودة الى 11 ۰ نستخدم 
حافتين مختلفتین من 5 + لأن حافات © كلها مختلفة . ولا كان علينا العودة أخيرا الى 
الرأس ,۷ الذي هو في ہر ء فان عدد الحافات الشتركة بين و و 0 هو عدد زوجي . 


يقال لجموعة قاطعة 5 لبیان متصل ‏ انها تفصل الرأس د عن الرأس ۷ اذا كان 
الرأس ن يقع في مركبة ل5- ى والراس» بقع في المركبة الأخرى ؛ اي لابوجد فيو - 6 
أي درب بين ا و ۷ . 


مبرهنة (2 - 9):ليكن نا و ۷ رأسين في بيان متصل ن عندئذ كل درب سيط 
بين نا و۷ في ن يشترك بعدد فردي من الحافات مع كل مجموعة قاطعة تفصل ں 
عن ۷ . 


البرهان مشابه لبرهان مبرهنة ( 2 - 8) ويترك تمرینا للطالب . 


بقال لبيان جزئی ‏ من بیان بسیط منفصل و انه شجرة (٥٥۶ا)‏ اذا كان 7 متصلا 
وخاليا من الدارات . واذا احتوت الشجرة على جميع رژوس البيان 6 فيقال لها شجرة 





مولدة ( i . (spanning tree‏ « في الشکل (2 - 9) > کل من ,1 و رآ 
شجرة مولدة للبيان العطی G‏ 


شكل (9-2) 
۷۶ 


البرهنة الآتية تزودنا بعلاقة بين الاشجار الولدة والجموعات القاطعة لبيان 6 . 


برغ (2 - 10) هت . كل شجرة مولدة تشترك بحافة واحدة 


البرهان : لتكن 7 شجرة مولدة و 5 مجموعة قاطعة لبيان متصل بسيط 6. بما ان 

و - 6 یتکون من مرکبتین ہر و۰4 فان هنالك رأسا دا في 14 ورأسا آخر بر في ہز . 
ومن تعریف الشجرة الولدة . فان هنالك دربا وحیدا في T‏ بين الرأسين ر واب . وبذ للث 
فان هنالك حافة واحدة على الأقل تشترك بين ۲و5 [ بموجب ابرهنة رد - 9] .9 


في تطبيق نظرية البيانات في موضوع شبكات الجریان ( أو السيول ) نتعامل مع 
مجموعات قاطعة لبيان موجه . وطبيعي . تعرف مجموعة قاطعة لبيان موجه © بأنها 
مجموعة قاطعة للبيان ت الناتج من م با مال اتجاهات حافاته . واضح . انه اذا كان 
© متصلاً . وكانت 5 مجموعة قاطعة ! 0 . فان؟ - © يتكون من مركبتين فقط 
1غ و'1ا. وان حافات 5 تتجزاً الى مجموعتين ح و" بحيث ان © تتكون من كل 
حافات 5 الموجهة التي تصل من رأس في بر الى رأس في :ہو . وان © نتکون من كل 
حافات 5 الموجهة التي تصل من رأس في :1ز الى راس في ور . يطلق على ع _مجموعة_ 
قاطعة موجهة من 1ا الى .بر . ويطلق على ٣‏ مجموعة - قاطعة موجهة من ابر الى و 
طبيعي ان البیان الموجه © - «الايحتوي على أي درب موجه من راس في بر الى رس في 
2 . كما ان - ¬ لايحتوي على أي درب موجه من رأس في "بای رأس في ہر 
وهذه الفكرة موضحة في الشكل (2 -10) . 


۷۵ 


۷۸۲۹ 


۸ - | 





ملاح ہہ ہے ہہ ہے ہج ہے جہ ہم چا ملا 
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تمارین (2- 2) 
) اذا کان رع ۷ = © بياناً بسيطاً متصلاً . وأن ,۷ و ر۷ أبة تجزئة ل ۷ . 
فاثبت أن مجموعة كل الحافات اللي تصل راساً من ,۷ برأس من ,۷ هي مجموعة 
قاطعة او | حاد مجموعات قاطعة منفصلة مثنى متنى بالنسبة للحافات . 
(2) انت أن حافة e‏ في بیان 6 تكون برزخا اذا واذا فقط ء لاتنتمي الى أية دارة 
في یا 
(3) اثبت مبرهنف(2- 9) ۰ 
)4( لیکن ,5 و ر5 مجموعتین قاطعتین مختلفتہ: ن لان نی . ولتكن ح حافة موحودة 
فی کل من 5 ور . النت إن هنالك مجموعة قاطعة ل 0 لاتحوي الحافة 
۾ وهي محتواة في ,5 نا ,5. ۱ 
(5*) لیکن 5 مجموعة من حافات بیان متصل ی . اذا اشترکت 5 بعد د زوجي من 
الحافات مع کل مجموعة قاطعة ل ن . فانزت أن 5 دارة آواتحاد دارات منفصلة 
متنی مثنى بالنسبة [لحافات . 
| تلمیح : لكا ل راس ٠‏ . الحافات الواقعة عليه تشکل مجموعة قاطعة أو اتحاد 
مجموعات قاطعة منفصلة بالنسية للحافات . وید لك . فان لكل راب س ۱ 
من ن . بوجد عد د زوجى من حافات 5 مشتركة مع مجموعة الحافات الواقعة 
عل . وعلیه . فان درجة كل رأس فی البيان الجزئي الذي مجموعة حافاته 
؟ هي درجة زوجية . | 
(6*التكن 5 مجموعة من حافات بیان متصل ى. اذا اشتركت 5 بعدد زوجي 
من الحافات مع كل دارة فى 0 . فاثبت ان 5 محموعة - قاطعة او اتحاد مجموعات 
قاطعة منفصلة مثنی مثنى بالنسبة للحافات . 


( The Distance ( المسافة‎ ) 4 - 





قبل ان نبدا بشرح هذا الموضوع نذكر القارىء باننا افترضنا ان كافة البیانات 
الموجهة وغير الموجهة والوارد ذكرها في هذا الکتاب هي بيانات منتهية 


.. تعرف المسافة من الرأس ن الى الراس ب . + + ن. في بيان 6 بانها طول 
اقصر درب من نا الى ۷ .ويرمز للمسافة من ں الى ٢‏ ب ( 0۱0.۲ .بالتعريف 
0 = ( .)1 . واذا کان الراسان دا و ۷ غيرمتصلين . اي لابوجد درب 
بصل بینهما . فيقال ان المسافة را.نا) 0 غير معرفة . ویعبر عن ذلك بكتابة 
عد 0۱0.۷۱ . ولتجنب هذه الحالة ۔ سنفرض ان ن بیان متصل 


واضح ان المسافة في البيانات المتصلة . تحقق البد یهیات المترية 
metric axioms (‏ ( المعروفة . وهی : 


(1) d(u.v)>0. 


(2) 01۷0۰۷ (۳0 ناج‎ =v. 
)3( 0۷0۰۷۱ < 1۷۰ 
(4) d(u.v)+d(v.w)> d(u.w). 
. يطلق على البديهة الرابعة المتباينة المثلثية‎ 


يعرف القطر ( the diameter‏ ) . 8 .بیان متصل بسيط رع . ۷) = 6 
بانه أعظم مسافة رہ رن بين رؤوس ى . أي ان : 


3 = ax d پل گے‎ 
0 03 


فالقطر للبيان المعطي في الشکل( 2 - ۱۱ ) هو 3 . وهو المسافة بين الرأسين ۷ ورن 


a‏ ولا 


واضح أن قطر ,» هو . وقطر ,۷ هو2. 
بطلق على الد رب الذي طوله يساوي قطرالبيان اسم درب قطري . بالطبع . قد بوجد 
اكثر من درب قطري واحد لنفس البیان . 


VA 


كما یعرف مرکز ( 000600 ) بیان متصل بسیط (,۷) = 6 بانه رأس یتصف 
بالخاصية وهي أن السافة العظمی الممكنة بينه وبين أي رأس آخرهي اقل مایمکن نسبة الى 
بقية الرژوس . ويطلق على هذه المسافة نصف القطر. ويرمزها ء . وبذ لك ۰ فان نصف 
القطر ٢‏ ب ق ۷(۰) 8 r= min‏ 
۷:۷ 


حيث أن 
R(v) = d‏ 
may, (v,u).‏ (۷) 


يطلق على () 1 الاختلاف المركزي ( رازہز۶اددہہء ) للرأس 


ما تقد م نجد أن ,7 هومركز للبيانالمتصل الذي نصف قطره ۲ اذا واذا فقط 
۱ے (۷) 1 
وطبيعي أنه . قد یکون للبيان التصل اکثرمن مرکز واحد . ولتوضیح هذا الفهوم نستخرج 
نصف القطر ومراکز البيان العطی في الشکل ر2 - 11 ) 


0۲,۰۷ 1ع‎ ۹)۷, ۰۷۱۱ 22 ۰ ٩ )۷, ۰۷۱.2 2 
٩0 ۱۷,۰۷, ( 3 4), ۰۷, <1 ۰ 4 )۷ .۷( ع‎ 1 
ہ8ا٦ ہے 2 ع( یل‎ GV ہے‎ 41۷۱۰۷۸۱ = 1 
0۱:۰۱ 1 dv.) > 2 ٩ )۷۰۰۷,۱ = | 
4,۰۲۰ = | d(vy.V¥g) = 1 d(V$. Vg) = 2 


ولأجل تسهيل العمل فقد وضعت هذه السافات في الجدول الآني الذي بتضمن أبضاً 
عموداً لقیم (8)0 . والذي منه نستخرج نصف القطر . 


r= لاہ‎ R() = min إ‎ 3 32232| =2. 
۷ 


ونستنتج أن كلا من الرژوس ۱۵ + هومرکز للبیان العطی. 





من الطبيعي أن تکون هنالك علاقة بين القطرونصف القطر . وهذ ا مبین في البرهنة 
الآتية. 


مرهنة( 2 - 11 ):اذاكان ق قطر بیان متصل بسيط منته رع .۷ ) = 0 . (کان ۲ 
نصف قطره . فان 





1 ۱ 
SSO: 


البرهان : لما كان max d(u.v)},‏ = 0 
3 ۷ ۱۱ 





۱ ی ہے ۳ 
( .)8 جوا 
فان وج ل r > ۳4 ' max‏ 
۵ سے (uv)!‏ وو ات 
لتکن × وانهايتي درب قطري . اي أن 4۱.۰۱ م ولیکن ,+ مرکزاً للبيان 
6 . عند ند ن ۰( ۷ وہ ع = 
یکو ٦‏ - 008 
اذا ١>‏ 1 ۲۰ 40۱,۰۱ 
ولا کان 5 5 
۰( )41 + ,115.۷ > 4۱.۷۱ 
فان 0 
۰ ۲ > ۵ 
0 نس 1 
اي ان OER.‏ 


وبذ لك يتم البرهان ها 
6 لیکن + نصف قطربیان متصل بسيط ۷۱( = ن . ولتكن م أعلى درجة 


رأس في ت . اي أن تور تن 
vé‏ 


ولنفرض أن 2 < ۶. لیکن د مركزاً ل ن . ولتكن ,۸ مجموعة کل الرؤوس فين 
التجاورة مع ا وتكن ,۸ مجموعة کل الرؤوس التي مسافة کل منها عن نا تساوي 2 ۰ 
وهكذا . لیکن ,۸ مجموعة کل الرؤوس في ى التي مسافة كل منها عن دا تساوي ¡ ٠‏ 


حيث ان E‏ ۱ 


واضح أن عد د الرؤوس في ,۸ لایزید على م . وأن هنالك أقل من م من الحافات 
من كل رأس في ,۸ الى مجموعة الرژوس في ,۸ .وبذ لك فان عدد الرؤوس في ر۸ 
هوأقل من 2م. وهكذا . فان عد د الرؤوس في ,۸ هوأقل من م - لکل:. ... .۱.2 = ا 
وعلیه ۔ فان 
۸۰ 


بو با دجم > 9 


حيث ان عد د رژوس البیان 6. ولا كان 
ب(1 - 1(/)0 - ۳*۱ ) ح تم + ...+ دم و1 
فان 
را ۵۳۳۳ 
أي :ان 


8) - ۱+1 > ۱ 


اذا 
log(np-n +1) < (r + ۱۱۱۵۵ ۰‏ 
وهكذا . یحصل على العلاقة الاتية 
: 1 لے ۱ 5 
ر0- ی E Dn,‏ و 
log p‏ = 


والان نشرح موضوع المسافة في البيانات الموجهة 


لیکن (۷,۸) = 2 بياناً موجهاً .اذا وجد درب موجه من الرأس ں الى 
الرأس بد في 5 . فعندئذ نعرف المسافة الموجهة . والتي يرمز لها اسل - 

من اراس ."ای لاس ۷ اتھا طول آقصر درب موجه من 7 إلى ۷ . , 
واذا لم يكن هنالك أي درب موجه من u‏ الى ۷ في D‏ . فیقال ان المسافة 
الموجهة (۷.ں )ى غير معرفة . ونعبر عن ذلك بكتابة > - (0ا.ن)4 . 
كما ان لکل رأس u‏ في D‏ عرف 0 - ون .د ) ل طبيعي أن . المسافة الموجهة 

۵ لا تحقق خاصية التناظر بصورة عامة . اي أن 

0(۰ 8)۷ ع اانا ) ك 
واکن من السهولة اثبات صحة المتباينة المثلثية 
d(u. vVJFdlvwI>d(uw).‏ 

لانه .اذا وجد درب موجه من نا الى ٠١‏ ودرب موجه من ۰ الى س . فان هنالك 
دربا موجها من ں الى «. 


مثال : تأمل البيان الموجه ¬ المعطى فی الشكل ( 2 - 12 ). تجد ان 
۸۱ 


م ٩‏ نظرية الیبانات 





4 )6,۷۵( = 3, 4 )۷:۷,( > 2, d (و۷,۷)‎ = 2, d(4 ,7,) = دع‎ 


4 


شكل (12-2) 


يمكننا ان نعرف القطر » نصف القطر » والمركز لبيان موجه بطريقةمشابه لتعريفها 
للبیانات غير الموجهة مع أخذ (ب ين )ل بدلا من (۷ .)ك .ولاجل تجنب: 
وجود مسافة موجهة غيز معرفة بين راسين » فسوف نفترض ۰ عند بحث القطرونصف القطر 
ان البیان الموجه هوبيان متصل بشدة .ولتجنب الالتباس » سوف نرمز ب م للقطر 
و 7 لنصف القطر لبیان موجه .وهكذ! ء اذا كانم ,۷ ) رربياناً موجهاً بشدة ء 
فاننا نعرف 


3 پ‎ (uv), 


2 


4 


53 


حيث ان 
R (u) = mex ٩ (u,v).‏ 
واذا کان ۰ 7 ررں )۸ ۰ فيقال ان رنا مرکزالبیان الموجه 


ہما ان المسافة الموجهة 8 
صحة المتباينة ‏ 5 > + > 
( 2 - 11) بتطلب استخد ام خا ۳ 


ليست متناظرة بصورة عامة ء فاننا نتوقع عد م 
و أحياناً > وذلك لان برهان المبرهنة 
صية التناظر لد الة المسافة ى .ولاجل توضیح هذه 


ہہ 


۸۲ 


النقطة » تأمل البیان الموجه المبین فو فی الشکل ( 2 -13) تجده متصلا پشده » 


وتجد ان 
R (j= max ۲1,2, 3,4,5 =5,‏ 
,2= ۲ 2,2 ,2 و ,1 أ max‏ = (۷) 1 4 
R (w) = max ) 1, 2,1:,1,1 ۲ =2,‏ 
R (x) = max {4,3,4,1,2} =4,‏ 
R (y) =max{( 3, 2, 3,4,1 ۱ =4,‏ 
R (7Z) = max {2,1,2,3,3} =3.‏ 
وهكذا ء فان 
و5 = | 2۱4,43 ,5,2 max‏ = و 
min )5,2, 2, 4,4,3} = 2‏ = ع 
x y‏ 
2 0 
۷ 
شكل (13-2) 


وبذ لك , فان في هذا البيان الوجه 27 < ت . لاحظ أنكلاً من الرأسين , واب 
هومرکز لهذا البيان . 
تمارین ( 2 - 3 ) 
(1) جد القطر ونصف القطر لكل من بیان بیترسن والبیان الشمانسي السطوح ۲ 
)2( فى بیان متصا © اثیت ثبتأن رأسا × بقع عل أقصردرب ين 
الرأسين ی و , اذا واذا فقط 
d(ux) + ۸,۷ ( = d(u, ¥)‏ 

(3) لیکن ۶۰ بياناً برتبة « مكوناً من درب بسيط واحد . جد القطر ونصف 


۸۳ 


القطرل ۳ وعين مراکزه . [ تلمیح : خذ الحالتین (أ) ۾ عدد زوجی . 
ری م عدد فردي .] 
(4) لیکن ,© دارة بسيطة عدد رؤوسها م . جد القطر ونصف القطرل ,© 
وعين مراکزها . 
(5) اثبت ان 6 بیان تام اذ اواذا فقط قطره يساوي 1 . 
(6) اذاكانت 1 شجرة عدد رؤوسها "> 3 . فائبت ان قطرها و ونصف . 
قطرها , يحققان التباينة : < 8 . 
(7) جد نصف القطر 7 والقطر و للبيان الموجه المتصل بشدة والمعطى فى الشكل 
(2 -5) . عين مراكزه . 


۴( 5-2) البيانات الاويلرية ( Eulerian Graphs‏ ( 
نقد كانت مسألة جسر كونيكسبرك ( Konigsberg Bridge Problem‏ ) 


البداية لرياضيات نظرية البيانات . وقد كان العام أويلر أول من أعطى جوابا لهذه 
المسألة في سنة 1736 . لقد كانت خارطة مدينة كونيكسبرك في الانيا كما هي مبينة 
في الشكل (2 ٠‏ 14) . وهي تحتوي على سبعة جسور . وتنص المسألة على ايجاد 
مسار يبدأ من نقطة فى اليابسة . كنقطة ۸ مفلا . ویعبر على كل جسر من الجسور 
السبعة مرة واحدة فقط ثم يعود الى نفس النقطة ۸ . لم كان الهم في هذه المسألة 
هو الجسور . فانه يمكن تمٹیل خارطة المدينة ببيان حافاته تمثل الجسور وكل جزء مسن 
الاجزاء اليابسة المنفصلة بعضها عن بعض يتمثل برأس واحد في البيان . كما هو مبين 
في الشكل (2 -15) . وبذلك تصبح مسألة جسر كونيكسرك بالصيغة الآنية : هل 
توجد دارة تحتوي کل حافات البيان فی الشكل( 2 15) ٢‏ وقد اجاب اويلر عن 
ذلك باللفي . كما میتضح من البرهتةر 2 ١‏ 12) ۱ 


وقد ظهر أن مسائل التسلية . التى تؤدي الى ایجاد درب أو دارة تتضمن كا 
الحافات . كانت قديمة جداً . فالبيان المبين في الشكل رد 16) الذي يطلق 
عله حداب محمد ) Mohammed's scimitars‏ ( كان قد اوجده العربت 


للتسلية على الحو الآتي : هل بمکن رسم هذا الشكل بدون رفع القلم عن الورقة ؟ 


۸٤ 





شکل ۱ .14( 


شکل 2۱ 162) جداب محمد 


لیکن © بياناً متصلاً . اذا وجد في ی درب مغلق یمر بکل حافات 6 . 
فانه يطلق عل ذلك الد رب اسم درب اوبلري ) Euler ıan chain‏ ) ۰ ویقال 
عندئذ ل 6 انه بيان اويلري . واضح ان اي درب اويلري هوفي الحقيقة د ارة محتويه” 
على كل حافات البيان . ولذ لك فالاجدر ان يطلق عليها دارة أويلرية . ولكن أويلر 

سماها درباً مغلقاً . واصبحت التسمية ١‏ درب أويلري , معروفة في كل الکتب 
والقالات في موضوع نظرية البيانات . 


بيان حد اب محمد هوییان آوبلري . ولکن البيان في الشکل رد 17) ليس 
كذ لك . حيث لايمكن ايجاد درب أويلري فيه . 


يقال لبيان متصل منته ی انه بیان شبه أوبلري . ( Euler‏ - نصعه) 
اذا وجد فيه درب ( مفتوح اومغلق ) یمر مرة واحدة فقط في كل حافة من حافات 
© . فالبیان في الشکل ‏ (2 -18) هوبيان شبه آويلري . لاحظ أن كل بيان أويلري . 
هوشبه أويلري ؛ ولکن العکس غير صحیح بصورة عامة . 


شكل ,2 -17) شکا, ,18.2 ) 


السؤال الذي يتبادر الى الذ هن هو : ماهي الشروط الضرورية والكافية التي تتوفر 
في البیانات لكي تكون أويلرية ؟ لقد أجاب أويلرعن هذا السؤال في المبرهنة الاتية . 


مبرهنة_ (2 -12) : يكون البيان المتصل ن بیاناً أويلرياً اذا واذا فقط كانت 
درجة کل راس في 06 عد دا زوجياً . 


البرهاك : : اذا کان 6 بانا اويلرياً . فانه يوجد درب أويلري یمربکل الحافات ٠‏ وفي 
كل مرة نمربرأس نستعمل حافتين مختلفتین واقعتين عليه . وبذ لك فان درجة كل رأس في 
© هى عد د زوجي . وعليه . فان هذا الشرط ضروري لكي يكون البيان المتصل أويلرياً. 


والآن نبرهن على أن هذا الشرط كاف : . ولاجل ذلك نفرض أن درجة کل رأس في 
نھی درجة زوجية . ونبرهن بطريقة الاستقراء الرياضي على عد د احافات أن 6 بیان 
أويلري . واضح أنه اذاكان © مکونا من حافة واحدة فقط . فعند ثذ يكون © لفة واحدة 


وهو بذ لك بیان أويلري . 
كم 


یمکن أن نثبت بسهولة أن البيان الذي درجة كل رأس فيه لاتقل عن اثنين بحتوي على 
دارة . [انظر تمرین (4) من مجموعة تمارین(2 - 4) ]. وهكذا ء فان هنالك دارة © في 
6 . ما كانت درجة كل رأس في © هي درجة زوجية > فان درجة کل رأس في البيان 
الجزئي المتمم ح . اي 0 - 0. ٠‏ هي أيضا درجة زوجية . اضافة الى ذلك . فان كل 
مركبة ل © تحقق هذا الشرط . اذا ۰ بموجب فرض الاستقراء الرباضي . كل مركبة ل 
C‏ > ماعدا الرؤوس المنعزلة التي وجودها في © لايؤ ثر على خطوات البرهان الآتية > هي 
بیان أويلري . 


ماکان © متصلاً . فان كل مرکبة © تشترلك مع © برأس واحد على الاقل . لیکن 
٠‏ أي رأس واقع على © . لنبدا من ,۲ وندور حول © باتجاه معا کس خرکة عقرب 
الساعة [انظرشکل (2 - 19)] ونرمزب ,۱ لاول راس من © يشترك مع مركبة ل © . ولتي 
سنرمزها ,© وهي درب أويلري . ونرمزب ٠١‏ للرأس الذي يأتي بعد ٠,‏ ويشترك مع 
مركبة اخرى . ولتي سنرمزها ب :© + وهکذا نرمزب ,۲ لآخررأس من © يشترك مع 
آخر مركبة ,© . 





. شكل(2 19) 


اذا رمزنا ب ( ,)۳ للد رب الفتوح من × الى ۷ (باتجاه معاکس لخركة عقرب 
لساعة) فى الدارة © ء فان 


POE کی اج وو‎ PD 
هي دارة في پور سو کو ؛ وبذ لك فهي‎ 
5 درب ری اي ی . اذا » 6 هو بيان أويلري‎ 


نتیجه (2-2): یکون اليا لس نج وا ا الا وا فقط سی 
اکثر من رٴسین فردیی الدرجة . 

يترك البرهان تمريناً للقاريء. 

اذاكان 6 بياناً أويلزياً » > فانه يمكن الحصو ل على درب أويلري ل ن باتباع الطريقة 


الاتية التي تسمى خوارزمية فلوري ( Fleury'‘s algorithm‏ ) : 
نبدأ بأي رأس > مثل ں ء ونمرعلی الحافات بترتیب كيفي حسب القواعد :- 


(1) نزيل كل حافة نمرعليها؛ (2) نزيل كل راس معزول ينتج بتطبيق خطوات الطريقة ؛ 


(3) في کل مرحلة > لانستعمل برزخاً الا في حالة عدم وجود حافة اخرى تقع على الرأس 
الذي وصلنا عند ۵. 


یمکن أن نبرهن على أن خوارزمية فلوري تمکننا دائهاً من ن ایجاد درب أويلري في 
بيان أويلري . فاذافترضنا آننا وصلنا الى رأس ؟ وکانں < 7 ء فان البيان الباقي 11 هو 
بيان متصل وبحتوي على رأسين فقط بدرجة فردية وهما ناو ۷ . وبذ لك بموجب نتيجة 
)2 - 2 )نستطیع ايجاد درب شبه أويلري من ۷ الى نا » أي نستطيع الاستمرار بخطوات 
الخوارزمية . اما اذا کات نا = ۷ ولایزال هنالك حافات باقیة واقعة على ن ء فاننا نستطيع 
وہہ سی الخوارزمية . واخیراً ء اذا کات ۷ ع نا و تبق هنالك حافات 
قعة على نا » فانه لن تبقى أية حافة اخرى في © 2 وذ لك بموجب القاعدة (3 ) ولان 
سر وت ادبن اكفاك ہے 2 على ۰۱ هي في الحقيقة 
برزخ 2 
آن موضوع التخطية الصغری ( ععنهبم اقصندنه) هو تعميم لمسألة آوبلر 
ویقصد بالتخطية الصغری لبيان متصل ‏ تجزئة حافاته الى أقل عد د من الد روب ولد ارات ٠‏ 
النفصلة بعضها عن بعض بالنسبة للحافات ۰ أي التي لاتوجد حافات مشتركة بين أي 
۸۸ 


اثنين منها وبحیث انها تتضمن سوية کل حافات ٥‏ أي تغطي 6 . البرهنة الآتية 
تعطينا عد د الد روب ولد ارات في تقطية صغری لبيان متصل . 

مبرهنة( 2 - 13): لیکن 6 بياناً متصلاً حتوباً على )2 ۰ 1 < ۲ ء من الرژوس 
الفردية الدرجة . عند ئذ . كل تغطية صغرى ل 6 تتكون من » من الدروب المنفصلة 
بالنسبة للحافات . 

البرهان : واضح أن كل رأس فردي الدرجة يجب أن يكون نهاية .رب واحد على 
الاقل في كل تغطية ل 6 . وعليه > فان عد د الدروب في أية تغطية (صغرى أوغير صغرى) 
ل 6 لايقل عن ۽ . والآن نبين أنه يمكن تغطية © ب ۲ من الدروب النفصلة بالنسبة 
للحافات بحيث أن نهايتي كل من هذه الد روب رأسان کل منهما فردي الد رجة . 


لیکن 0 البيان الناتج من ن باضافة » من الحافات › ©, ...و6 © 
بحيث إن كل حافة تصل رأسين كل منهما فردي الدرجة »و بحيث إن كل رأس فردي 
الد رجة بقع على واحدة فقط من هذه اخافات المضافة . بموجب البرهنة( (2 - 12 )فان 
ان هو بیان أويلري . وعليه > فان هنالك في ن درباً وی ۰ . عند ما نزيل احافات 
لضاف ۶۰۰۰۹۰ من ل. فان الحافات الباقية > وهي كل حافات 6 » 
تتجزأ الى 1 من الدروب التي تغطي ى . 

يمكن تعمیم الفاهیم والنتائج التي تقدم ذکرها في هذا الجال لتشمل الببانات 
الوجهة ۰ ونشرح فیما يأتي بعضا منها . 
يقال لبیان موجه ( ۸ ۷) انه بیان اويلري موجه ( 27200 انا 01۲6۵۲6۵) 

اذا وخدت فيه دارة موجهة مكونة من كل حافاته الموجهة . ثلا ء البيان الموجه 
المبين في الشكل ( 2 - 20 ) هو بيان اويلري موجہ . وذلك لأن المنتابعه 


( ور :...: م8 : :8) 





شکل 20-2۱) 


۸۹ 


هي دارة موجهة تبدأ من ب وتنتهي في ۷ . 
المبرهنة الآآنية تعين لنا الشرط الضروري والكافي لكي يكون 0 بيانا أویلریا موجهاً. 


مبرهنة (14-2): لیکن ( ۰۸ ۷) = 2 بيانا موجها متصلا . عندئذ ۰ یکوٹ ا 
تسود ۰ 1 
بیانا اویلریا موجها اذا واذا فقط 
p0 (v) = p )۷( +‏ 


لكل رأس ٢‏ فيد . 


البرهان مشابه لبرهان مبرهنة ر2 - 12 )۰ وقد ترك کتمرین للقاریء . 
[أنظر التمرينين (10) و(11) من مجموعة تمارين (4-2)] . 


تمارین ( 2 -4) 


(1) ماهي قيم " وه بحيث یکون , بر بيانا اویارباً ؟ هل یمکن ان يكون ,۷ 

بيانا أوبلریا ؟ ولاذا ؟ 
(2) اثبت النتيجة ( 2 -2). 
(3) برهن على أن بيانا متصلا © يكون أويلريا اذا واذا فقط أمكن تجزئة عائلة حافاته 

الى دارات منفصلة بالنسبة للحافات مثنى مثنى . 

(4) اذا كان 6 بیانا فيه درجة کل رأس لاتقل عن 2 .فاثبت أن0 يحوي دارة . 
(5) اتبع خوارزمية فلوري لايجاد درب أويلري للبيان المعطى في الشكل (2 - 21 . 
(6) جد تغطيت صغرى للبيان المعطى في الشكل ر2 - 22) . 


۹۰ 


شکل (2 -22 ) 


(7) اذا کان © بياناً“أويلريا بسبطا . فاثبت أن بيان المناقلة (1)0 هوبیان أويلري . 
وهل ان العكس صحيح أيضا ؟ ولاذا 0 
(8) اذاكان 6 نھد اک ۷ < ۰۲ من الرژوس الفردية الدرجة . 
فأثبت ان | 6 تغطيتين صغریین مختلفتين على الأقل . 
(9) اثبت ان كل مجموعة قاطعة لبيان أوبلري تتكون من عدد زوجي من الحافات 
(10) اذا کان ا بانا موجها بحيث ان 1 < ()+م . ۱ <(م م لكل 
رأس ۰ في م . فاثبت انم يحتوي على دارة موجهة ٠.‏ ۱ 
(11) برهن على البرهنة ( 2- 14) باستعمال التمرين (10) وباتباع طريقة مائلة لطربقة 
اثبات المبرهنة رح -12). 
(12) اثبت ان البيان الوجه جو العطی في الشکل ر2 . 2) هو بيان أويلري موجه . ثم 
جد دار موجه تحتوي على كل الحافات الوجهة في م . 


(13) يقال ليان أوبلري انه قابا الاجتیا زکیفیا ) arbitrary traver sab]e‏ ( 

من الرأس ٠١‏ اذا أعطت الطريقة الآنية دائماً دربا أويلريا : ابدأ من ٠,‏ ومر على 
حافةواقعةعليه .وعند الوصول الى رأس ٠‏ مر بشكل كيفي على أية حافة لم يسبق 
ان مررت عليها . واستمر هکذا الى ان تمر على كل حافة وتعود الى ں٢‏ اثبت 
ان البيان في شكل 2١‏ - 24 4 قابل الاجتياز كيفيا من ٠,‏ . هل ان البيان 
العطی في شكل (2 - 25 قابل الاجتيازكيفيا من الرأس ٢٢‏ ؟ أومن اي رأس 

اخر ۲ 

۹۱ 


۹۲ 


شكل (2 ۰ 23) 


شكل (2 24۰) 


0 


)25- 2١ شكل‎ 


(14*) برهن على ان بیانا أويلريا ى هو بيان قابل الاجتباز کیفیا من الرأس ں۷ اذاواذا 
فقط کل دارة في 0 تحوي ۷ - 


فلك (2 - 6( البيانات الهملتونية ) Hamiltonian Graps‏ ) 


تتمیز البيانات الاويلرية باحتوائها على دارة تمر بکل حافة مرة واحدة فقط . والسألة 
التى تتبادر الى الذ هن . والتی تشابه مسألة أويلر . هى استبد ال كلمة حافة بكلمة رأس . 
أي دراسة البيانات التي تحتوي على دارة تمر بکل رأس مرة واحدة فقط ۰ یطلق على 
مثل هذه البيانات بیانات هملتونية . 

كل البيانات التي سنذکرھا في هذا المجال هي بيانات منتهية . 


لیکن © بياناً بسيطاً متصلاً . يقال لداره بسيطة فى ن انها دارة هملتونية اذا كانت 
محتوية على كل رأس من‌رژوس ی . ويقال ل © انه بیان هملتوني اذا وجدت فيه دارة 
هملتونية . فالبيان في الشكل ر2 - 26 ) هو بیان هملتوني . لان - 
( 6 .6۰62۰۰ ) 


هي دارة هملتونية لهذا البيان . 





بطلق على بیان بسيط © الذي بحتوي على درب بسيط يمر مرة واحدة فقط في 
کل راس فی ن سانا شبه هملتوني ‏ (nہھ0ni)اiص‏ ة8 5021 ) فالبيان فى شكل 
رد 27 )هو بیان شبه هملتوني ولکنه لیس هملتونياً . ویطلق على أي درب بسبط 


۹۳ 


یمرمرة واحدة فقط بکل رأس من رژوس البيان درباً هماتون واذ ضح أن کل بیان هماتوني 
هو بیان شبه هملتوني : لان البيان الهملتوني ب ال ری عل دارة هملتونية » أما 
سای ہو ور پوس ی 098 
تحتوي على درب هملتوني . 


شكل (27-2) 


لقد لاحظنا في البند السابق ان هنالك شرطاً ضرورياً وكافياً لبیان متصل لكي 
يكون بیاناً اويلرياً .لکن ایجاد شروط ضرورية وكافية لبيان متصل لكي يكون بیان 
هملتونياً مسألة لاتزال غير محلولة بشكل كامل ۰ وكل ما هو معروف لحد الان هو 
وجود شروط كافية خاصة اي ليست كلها ضرورية ) او شروط ضرورية غير كافية 
بصورة عامة .ونقدم فيما يأتي بعض المبرهنات المهمة في هذا الموضوع . 

| لنفرض ان ی بیان متصل بسيط برتبة م3 < 2 ء وليكن (00,05) م 
دربا بسیطا في ې من 7 الى 7 طوله 2 . ولنفرض ان رؤوس ( ہل , ن۷) ۴ 
هي بالترتيب 


2 ) ۷۵۰ و و۷۰۷‎ Vk) 


لنرمره 1 للبيان المقطعي على مجموعة الرؤوس Vk}‏ ا وجلا دولا {Vos‏ 
اذا كانت درجة الرأس مب في 11 هي (600م ودرجة الرأس ,۲ في ]1 


هي (,م ‏ وكان 
را < (vo) + p'(v,)‏ 'م 


فان هنالك على الاقل حافة واحدة [:7007] بحيث تقابلها حافة [ ٠ 1١17‏ ] . 
وهكذا ء نستنتج وجود دارة بسيطة روؤوسها بالترتييب هي 


) ۷۵۶ ۷ ۷ ومع ور و و وب‎ segs Ng) 
. )28 - 2( كما موضح في الشکل‎ 
۹٤ 





شکل (28-2) 


وهكذا . اذا کان Kk‏ < (۷) م +(و) ام فان 17 هوبیان هملتوني . 
اذ اکان‌الد رب البسیط (,۷,و) P‏ اطول درب بسيط في ی ء فان 
(vo)‏ مد( (v, (۰۵ (Vo‏ "<( ,۷ ) ۰0 حيث ان (,۷) م .(70) 6 هما بالترتیب درجتا 


۷ في البيان © . وعند ئذ نحصل على البرهنة : 


مبرهنة (2 - 15) : اذا كان (,۲,۰۷) ۳ أطول درب بسيط في بيان متصل 
بسیط ء وكان طوله 1 بحقق ا تباینة . ۱ 
ط (Vo) + م)٣نں( > k‏ 2 


فان البيان القطعي على مجموعة رؤوس (,, , ,,) م هوبيان هملتوني . 
4 


مبرهنة (2 - 16) : البيان المقطعي على مجموعة رؤوس أطول درب بسيط لبيان 
" متصل سيط ج بكون هملتونياً فقط عندما يكون ی بياناً هملتونيا”. 


البرهان البرهان : لیکن البيان القطعي ہر على مجموعة رژوس أطول درب بسیط( ۷۷, )٥۰‏ ۴ 

في ن ھملتونیاًء ؛ بما أن ی بیان متصل فانه اذا لم يكن 1 كل البيان 6 فيجب 
أن تكون هنالك حافة [ »رو حيث ۷ رأس في وو وی رأس ليس في 1 . 
وجود هذه الحافة يؤدي الى وجود درب بسيط احدى تهايتيه رو وطوله اكثر من طول 
( ,۷ , و۷ ) ۲ بواحد ؛ وهذا يناقض کون ں2)۷,۷ أطول درب بسيط في 6 . 
لذ لك . فان 0 < ۲1 . 

مبرهنة (2- 17) ): أي بیان بسيط 6 اما أن يكون هملتونياً أويكون الطول ٢‏ 
لاطول درب بسیط في ی بحقق 


<k,‏ رصخ 1م 


۹ 


حيث أن رم ورم هما الدرجتان الصغریتان من بين درجات رژوس 6 . 
البرهان_: :من المبرهنتين (2 - 15)و(2 - 16) اما أن يكون 0 هملتونياً أويكون 


7(0) + p(v,) <k, رص‎ (1) 


حيث ان .7 و ۷ نهايتي أطول درب بسيط .ولکن (1). تؤدي الى 


min (o (v;) + (۱ > » 


لكل ۷۰۷,۶۷6 . اذا 


k‏ = ومط رم 
من المبرهنة السابقة نحصل على المبرهنة الاتية التى تعود الى اور ( 0.0۲١‏ , 1960 ) : 


مبرهنة (2 - 18): لیکن ی باناً متصلاً بسيطاً برتبة 342 < م 
س تست ے 
() اذا كان 
ا - ص > p(v) + plu)‏ 
لکل رأسين ا و“ في ۰6 فان ی يحتوي على درب هملتوني . 
(ب) اذا كان 
p(u) < 0‏ + (۷)م 


لکل رأسین u‏ وا في 0 .ا 6 بیان هملتوني . 


تعود المبرهنة الاتية الى العالم المشهور ديراك ( 0ه 1952.6.45 )۰ 
وهی حالة خاصة من مبرهنة أور . 


مبرهنة )2 [). اذاكان 6 بياناً بسیطاً متصلاً برتبة 0 > n‏ 
وكان 95 1 > ۱ م لکل رأس ۷ في 6 . فان G‏ بیان هملتوني . 
2 





في العشرين سنة الاخيرة وجد علماء نظرية البيانات العديد من المبرهنات على البيانات 


الهملتونية ۔ سواء كانت موجهة أوغير موجهة . ويمكن للقاريء الاطلاع على بعضها في 
الصدر [3] 


كو 


تمارين (5-2) 


۱۱ اثبت ان ,۷ هوبيان #ملتوني لكل قیم «. هل أن بیان پیترسن شبه #ملتوني ؟ 
ولاذا 
(2) برهزعلی أنه اذا كان © بیانا ثنائي التجزئة برتبة فردية : فان © غير هملتونى . 
(3) يطلق على البيان المعطى في الشكل ر 2 - 29 بان هيرشيل (اءدءوم11) . 
اثبت ان هذا البيان ثنائي التجزئة . ثم اثبت انه غير هملتوني . 


شكل (2 - 29 ) بیان هيرشيل 


(4) عين قيم م وم بحيث ان , 1 بیان ملتوني . 

(5) جد بیانا اُویلریا غير متوني . وج انا هملتونیا غير أوباري . ماذا يمكن ان نقول 
عن البيانات التي هي اذا وملتونیة في نفس الوقت ؟ 

(6) بين انه لايمكن استبدال الشرط م _!- < (ب) م ]فى مبرهنة ديراك بالشرط 

۳ حك ۱ (۷) م ]ودلك اباد ليان قق فرط الاخير لكل رأس ۷ 

ولکنه غير ملتوني . 

)7*( بر ھو وی ا سو د ار 
الشطرنج ۰ التي هي 8 بر ٠8‏ ويعود الى المربع الذي بدأ منه ؟ [ تلميح : 
کل مربع برأس ؛ یکون رأسان متجاورین اذا واذا فقط آمکن 2 


4 


م ۷ نظرية البيانات 


أحدهما الى الآخر وفق قواعد لعبة الشطرنج ] . 
(8) يقال لبیان متصل بسيط انه بیان ثیتا ( ام هع ۱۳۵۱۵) اذا كان فيه رأسان 
غير متجاورین كل منهما بدرجة 3 . وكل من رژوسه الباقية بدرجة < اثبت ان 


کل بیان يتا هو غير ماتوني . هل هو شبه هملتوني ؟ 


(9) يقال لبيان بسیط أنه بیان متصل 2 ( مومع connec‏ - 2 ) اذاواذافقط 
كل رأسين مختلفين فيه يقعان على دارة . برهن على أن كل بیان هملتوني هو 
متصل - 2 هل يوجد بیان متصل - 2 غير *ملتوني ؟ 

(10*) برهن على ان كل بیان متصل - 2 غير ملتوني يحتوي على بیان تيتاكبيان 
جزئي منه . 


۹۸ 


الفصل الثالث 


The Trees الاشجار‎ 


هنالك نوع من البیانات البسيطة والهمة جدا بحد ذاتها في نظربة البیانات وفي 
تطبيقاتها + تلك البیانات هي الاشجار . فهي مهمة في نظرية الببانات لأن بساطتها 
الكبيرة تمكننا من دراسة بعض التحزرات في نظرية البيانات على الاشجار أولا : ثم الحصول 
عل الجوات عن مدى صحة هذه التحزرات على البيانات الأخرى بصورة عامة 


سیتضمن هذا الفصل بعض التعاريف لفاهیم ذات صلة بالاشجار ۰ مع بعض 1 
خواص ومیزات الاشجار . مم نشرح مسألة حسابعدد الاشجار المولدة لبيان متصل ۰ 
وطريقة ایجاد تلك الاشجار . وأخيرا . نشرح اشجار القياس الکلی الاصغر وكيفية الحصول 
عليها مع الاشارة الى بعض استخداماتها 5 


(1-3 ) بعض مميزات الاشجار 


لقد سبق ان عرفنا مفهومي الشجرة والشجرة المولدة لبيان متصل وكان ذلك في البند 

35 فعرفنا الشجرة بأنها بیان متصل لايحتوي على أية دارة . بالطبع ٠‏ بموجب هذا 
0 الشجرة بیان بسيط . كما يقال لأي بیان لابحتوي على دارات بأنه غابة 10۳6۵۱۱ ) 
واضح ان مركبات أية غابة هي أشجار . 


وهكذا . فان الشجرة هي غابة مكونة من مركبة واحدة . ففى الشكل ( 1-3 ) 
اعطيت غابة مكونة من ثلاث مركبات وهي الاشجار ,۰1.۰.1 ,1 . 


تعريف الشجرة ة لیس وحیداً . فهناك العدید من التعاریف التكافتة بعضها مع بعض . 
كما منصوص عليها في المبرهنة الآتية . 
مبرهنة 3۱ -1): لیکن 7 بیان عدد رؤوسه « . العبارات الآنية متكافئة : 


(۱) "هی شجرة. 
(2) بوجدبین كل راسين في ۲" درب وحید. 


۹۹ 


(3) 7 متصل وکل حافة فيه هي برزخ. 

)4( ۲ متصل وعد د حافاته 1 - (n‏ 

(5) عدد حافات 7 هو (1 - ١‏ ) ولايحتوي على دارات. 

(6) لابحتوي 7 على دارات. ولكن اذا وصلنا آي رأسین غير متجاورین فيه نحصل 
على بيان بحتوي على دارة واحدة فقط . 


شكل (1-3) 


۱۰۰ 


البرهان : 





(= 2( 


لیکن دو« أي رأسين في 7 . ماکان 7 متصلاً. . فانه بوجد درب واحد على الاقل 
بين ںو ۷ . لفرض أن ,۴ ود دربان مختلفان بين ی وب . اذا . توجد حافة في أحدهما 
لاتنتمي الى الاخر. ولنفرض ان الحافة[ ۷ . × ]في ,7 وليست في :۳ . ان هذا الفرض 
يؤدي الى وجود درب ۲ بين الرأسين × و الايحتوي على الحافة [ ر ۰ وعلیه . فانم 
یکن مع الحافة [ × ] دارة في 7 . مما يناقض کون ۲ شجرة. وبذ لك فان رم = ۱م 
وهكذا بوجد بين كل رأسين في ٦‏ درب وحید. 

)2( - )3( 


واضح أن 7 متصل لتكن [ ۷ =[u.‏ = أیة حافة في 7 . البيان ' 1 الناتج من ۲ بازالة © 
هو غير متصل . لانه اذا کان متصلاً فان ذلك يؤدي الى وجود درب بين ناو في "7 . 
وهذا بدوره يؤدي الى وجود دربين مختلفين بین و »في ۲ ۔ مما يناقض وجود درب 
وحيد بين كل رأسين في 7 . وعليه . فان » برزخ. 


)3( 7 < )4( 


نوا 


سنبرهن بظريقة الاستقراء الرياضي على :ان عدد حافات ۲ هو (2-1) 


واضح انه اذا كان - فان عد د حافات 7 هو0. واذا کان 2-فان عدد حافات 
7 هوا. والآن. نفرض أن (3) تزدي الى (4) عندما یکون عد د رژوس 7 أقل من«. 
ولنأخذ الحالة عند ما یکون عد د رژوس ۲ هوم بما أن کل حافة في 7 هي برزخ. . فان 
ازالة حافة »من 7 تؤدي الى مرکبتین ,1 و ,۲ . بما ان كلاً من ,7 و :7 متصل. 
وان كل حافة في أي منهما هي برزخ. فانه بموجب فرض الاستقراء الرياضي یکون عدد 
حافات ,1 هو(1- ,2 ) وعدد حافات :ا هو(۱ -,). حيث ان :7:۰ عدد 
رژوس ,۲ . ,۲ . على الترتیب. اذاً. عدد حافات 7 هو 
ادص < 1( + (n, - ۱۱+ )8: - ۱۱+ 1 = (n,‏ 
(5) < - (4) ۱ 
نحتاج الى أن نبرهن على أن 7 لابحتوي على دارات. فاذا احتوی ٦‏ على دارق. 
فان ازالة ایة حافة من هذه الد ارة يؤدي الى بیان متصل عد د رژوسه ١‏ وعد د حافاته 2-«. 


۱ 


ولکن هذا يناقض المبرهنة 2۱ -5). لذ لك .فان ۲ لايحتوي على دارات. 

)5( -< )6( 

نبرهن أولاً على ان 1 متصل. اذا كانت . ,1 ...۲:۰3:۰۰ مرکبات ۲ . 
فان كلا من هذه الرکبات خال من الد ارات ومتصل . وبذ لك فانه شجرة. ولا کان 
(4) ج-- (۱) .فان عدد حافات. ,1 هو( 1 - ,۰۱0 حیث إن :۲ عدد رژوس ات 
لكل ۲. ...۱.2 = 1 وعلیه .فان عد د حافات 7 هو(1 - ۰0 ومنها نستنتج أن 1-1 . 
اذاً. 7 بيان متصل . وهو بذ لك شجرة. ولا كان (2) 72 - ۰۱۱۱ فان هنالك دربا 
وحيدا بين كل رأسين فى 1 . فاذا كان » و۷ رأسين غير متجاورين في ٦‏ . فان اضافة 
حافة| 0.٠‏ ]الى 1 بدي الى تکوین دارة واحدة فقط سو اورک درب وحيد بين 
الرأسين. نا و ۷ . 

۱ )6( = < )۱( 

اذا لم يكن ۲ متصلا. فان اضافة حافة تصل بين رأسين في مرکبتین مختلفتین 
لايؤدي الى تكوين دارة فى 1 . مما بناقض (6 . ولذ لك . فان (6) تؤدي الى کون 1 
متصلاً. أي ان ۲ شجرة. 
وبهذا یتم اثبات البرهنة. 
من المبرهنتين 3 179)1 1)نحصل على النتيجتين الاتیتین. 

نتيجة (3 ۰ 1 ): عدد حافات الغابة المكونة من 7 من الرؤوس وا من المركبات هو 

. (n - زعا‎ 

نتیحة (3 - 2) : يوجد رأسان على الاقل بدرجة ١‏ في كل شجرة عدد 
رژوسها لايقل عن 2 . 

سنطلق على كل راس بدرجة ا في شجرة نهاية ( (end‏ 








مبرهنة (3 - 2) : كل شجرة لها مركز واحد أو مركزان متجاوران . 


البرهان ۰ البرهنة صحيحة عندما تکون الشجرة او وپ TS‏ 
شجرة عدد رژوسها ‏ 3.0 < " . واضح أن الاختلاف الركزي 8۱ للرأس 
٠‏ فى ٦‏ هوالسافة بين ٠‏ ونهاية ل 1 . كما أن آية نهاية ل 7 لایمکن 
أن تكون مركزاً . فاذا كانت "7 الشجرة الناتجة من ٦‏ بحذف کل نهاية مع 
الحافة الواقعة عليها . فان الاختلاف الركزي  8٦۷١‏ في 1 اراس ۰ فی 
٢‏ يقل بواحد عن الاختلاف الركزي 800 في ٣‏ لنفس الرأس ١‏ 


۱۰۲ 


وعلیه . اذاکان و۷ مرکزا ل ۲ . فان و۲ نفسه مرکز ل ۲ . 


اذا کررنا تطبیق حذ ف نهايات الشجرة . عندما لاتکون کا او کا . فاننا 
سرك ول ديع من آشجار لها نفس الراکز . ولا كانت ۲ منتهية . فاننا 
سوف نتوصل اخيراً الى رکا أو × . فاذا حصلا على ,× . فان الرأس الوحيد فى 
,× هوالمركز الوحيد ل 7 . واذا حصلنا على ,× . فانرأسي .کا هما مرکزاه . 
وهما في الوقت نفسه مرکزا ۲ 9۰ 


وقد سبق أن عرفنا الشجرة الولدة لبيان متصل © على آنها شجرة لہ 6 : 
تحتوي على كل رؤؤسه + . بالطبع لكل بیان متصل توجد على الاقل شجرة مولدة 
واحدة . فاذا كان © متصلا ومحتویا على دارة . فيمكن ازالة حافة من تلك 
الدارة . فان کان هنالك دارة اخرى نزيل منها احدى حافاتها . وهكذا حتى لاتبقى 
في © أية دارة . وعندئذ يكون البيان الجزئي الناتج شجرة مولدة ل 6. 
وتعرف الغابة الولدة لبيان غير متصل © . بانها غابة ل © محتوية على كل 
رؤوس 6 . واضح انه اذا کان © مکونا من × من المركبات . فان ایة غابة 
۳ ( © تتكون من × من المركبات . كل منها شجرة مولدة لاحدى مركبات 
6 . فمثلاً. البيان الجزئي المبين في الشكل (3 3) هوغابة للبيان المعطى في 


الشكل (3 2) 


)2 3١ شكل‎ 


شکل (3 -3) 


ليكن 6 بياناً عد د رووسه 7 وعدد حافاته ۳ وعدد مرکباته ۲ . بطلق 
على العد د 


(O) = m =n +k 


الرقم الد وراني ) cyclomatic number‏ ( 1 مرتبة اد ارات ) the circuit rank‏ ( 








للبيان © . فاذاکان © متصلا . فان 
m =n + [‏ = ()) 7 


وعندما یکون البيان شجرة ۲ . فان 0 -(7)53 . وذ لك بموجب (4) من 
البرهنة (3 - 1) . بالطبع (6): . لاي بیان 6 »هو عدد غير سالب بموحب 
نتيجة (2 - 1) . 


اذا كانت 7 شجرة مولدة لبيان متصل ‏ . فانه يطلق على 0-7 = 7 تتمةالشجرة 
٦ 0۱۳۵۵۱‏ للبيان 6 . واضح ان عدد حافات تتمة الشجرة لبيان متصل عدد 
رؤوسه 2 وعدد حافاته 17 هو(1 + ص - ۲ ). وهو الرقم الد وراني للبيان . 
یطلق عادة على كل حافة فى الشجرة المولدة 17 غصنا (branch)‏ . كما 
يطلق على كل حافة في تتمة الشجرة . ۲ .وتر )chor4(‏ الشجىرة 7 . 
الشكل (3 4) ببين شجرة مولدة 1 مع تتمة الشجرة 7 للبيان المعطى ‏ © 


۱۰4 





7 T 


شكل 3۱ -4) 


وبا مل . نعرف تتمة الغابة لبيان غير متصل © .فاذا كانت ۴ غابة مولدة 
للبيان © .فان تتمة الغابة ( ای ۷ نان ) هى البيان الجزئي المتمم 3 . وهو 
الذي ينتج من 6 بازالة کل حافات ۴ . 


اذا کانت ۴ غابة لبيان © . فان اضافة احدی حافات ۴ الى ۴ یکون 
دارة بسيطة واحدة فقط . و ذلك بموجب (6) من المبرهنة (3 )١‏ . ویذ لك 
فان حافات ۳ . عندما تضاف الى ۴ واحدة فی کل مرة . تکون(( + ہر - رو 
من الد ارات البسيطة المختلفة . حيث ان 7 عدد رژوس © و بص عدد حافاته 
و ۲ عدد مرکباته .بطلق على مجموعة هذه الدارات اسم النظام الاساس للدارات 
المشاركة مع ۴ .ولهذا النظام من الدارات اهمية كبيرة فى استخد امات نظرية _ 
البیانات في تحليل الشبكات الكهربائية .ولتوضیح هذا ب من الد ارات رسمنا 

فی الشکل (3- 5) الد ارات الاساسية المشاركة مع الشجرة المولدة 7 المبينة 
اکر 3 ۰ 4) . وقد أث شیر الى الوتر المضاف بخط سميك . 





۱۰۹ 


واضح . ان عدد العناصرفي اي نظام أساسي للد ارات يساوي الرقم الد وراني 
لذ لك البيان . 


كما ان هنالك علاقة وثيقة بين تتمات الغابات مع الد ارات [ انظر تمرين (6) 

من مجموعة تمارین (3 - 1)] . فان هنال كعلاقة مشابهة بين الغابات المولدة 

مع المجموعات القاطعة [ انظر تمرین (5) من مجموعة تمارین(3 -۱ )۲ . لذ لك . 

وا تعریف‌مرتبة المجموعات القاطعة .فاذا كان 6 باناً وکانت ۲ 

غابة مولدة ! © . فاننا نعرف مرتبة المجموعات القاطعة ( the cut-set rank‏ ( 

للبیان 6 بانها عد د حافات ۳ . ونرمز لهذه المرتبة ب (©) 8 . اف - ہ = (6) ۵ 
حيث ان : هو عدد رژوس ی و عدد مرکباته . ۱ 


بموجب (3) من المبرهنة (3 - ۱) . فان عملية ازالة أية حافة ٥‏ من غابة 
مولدة ۴ لبيان © تؤدي الى زيادة عدد مرکبات ٢‏ بواحد فقط .في الواقع 
ان ازالة © من ٢‏ يؤدي الى تجزئة مجموعة الرژوس لاحدی الاشجارفي ۴ 
ولتکن الشجرة 7 . الى مجموعتین جزئیتین ,۷ و ۷۰ . واضح ان ۲ هي 
شجرة مولدة لاحدی مرکبات البیان © . ولتکن المركبة ا اج .هي حافة 
في ۲ .وعلیه . فان مجموعة کل حافات ۲۱ التي تصل رأساً من ,۷ خر اس من 
,۷ هي مجموعة قاطعة أ ۲۱ . وهي بذ لك مجموعة قاطعة ! 6 .هذه المجموعة 
القاطعة تحتوي على غصن واحد فقط . وهو ‏ . من الغابة ۲ .ولما كان لديا 
+ - «من الاغصان في ٢‏ . فانه یمکننا الحصول على ۲ - ہ من المجموعات 
القاطعة المختلفة . كل منها تحتوي على غصن واحد فقط من ۴ . علما بان ١‏ 
عدد رؤوس 6 و » عدد مركباته . يطلق على هذه المجموعات القاطعة النظام 
الاساسى للمجموعات القاطعة المشاركة مع ۴ .وتوضیحا لذ لك . فان النظام 
الاساسي للمجموعات القاطعة المشاركة مع الشجرة المولدة ۲ ليان © المعطى. 


في الشكل 3١‏ - 4 )هو : 


أ 1 کے ا ۱ 0 3 

0 3 3 a 2 1 

0 وٹ ديت لو و رٹ ار و‎ ۱۰ OC, Ûy | .۵ا‎ ١ 
روت‎ 


نتعامل في كثير من التطبيقات مع الغابات لبیانات موجهة ولذ لك نجد من الضروري 
الاشارة اليها هنا . تعرف الغابة ر تتمة الغابة ) لبيان موجه 2 على انها الغابة ر تتمة الغابة ) 
۱ 


للبیان الناتج من 2 باهمال اتجاهات الحافات مس . فمثلاً . الشکل ‏ 3 6) 
يوضح بیانا موجھاً 2 مع شجرة 7 ونتمة الشجرة ٦‏ 1 ۲ 


وهكذا . تعمم بقية الفاهیم المارة الذکر في هذه الفقرة على البيانات الوجهة 
ولكن في بعض التطبيقات نحتاج الى ان نأخذ بنظر الاعبار اتجاه الحافات في شجرة ما . 
وعند ئذ نحتاج الى تعريف المزيد من المفاهيم . فاذا كان 2 بیاناً موجهاً . فاننا نقول لرأس 

انه جذر (۲001) ل 2 اذا كان هنالك درب موجه من ؛ الى كل رأس آخر فى 2 . 
ففي البيان الوجه © المبين في الشکل 3 ۱6۰ .كل رأس هو جذر ل 2 . لان ‏ بیان 
متصل بشدة . 


اک 
| 


شکل 3۱ 6 


وبهذ ا الخصوص تعرف. الشجرانیة ( the arborescence‏ ) على أنها شجرة للبيان 
الموجه تحتوي على جذر ار + ولذ لك يقال لها احیاناً شجرة جدرية جذرية ( (rooted tree‏ 
فمثاً. الشجرة 7 المينة في الشكل (3 66۰ هي شجراية 3 15ء لان اس یہ 
هو جذر 7 . ومعروف أن شجرة العائلة ( ۱۳66 (family‏ هي شجرانية . [ انظر الشكل 
(7-3)]. 


(2) 


(3) 
(4) 
(5) 


(6) 


الجذر 


شكل (3 -7) شجرة العائلة 


تمارين (3- 1) 


جد كل الاشجار غير المتشاكلة مثنى مثنی التي لها 5 رژوس . 

ارمز لرؤوس کا ب ,۷۰۷ , ر۷ ۷,۰ وارمز لحافاته ب مه ...ره و ,» 

ثم جد الاشجار الولدة للبيان التام ,× .ماهي العلاقة بين عدد رژوس ,× 
وعد د اشجاره هذه ؟ 

برهن النتيجتين (3 - 1) و (3 - 2). 

ابت ان کل شجرة هي بيان ثنائي التجزئة . 

برهن على أن کل دارة في بيان © تشترك بحافة واحدة على الاقل مع كل تتمه 
غابة ل 0 . 

احسبمرتبة لد ارات ومرتبة المجموغات القاطعة لكل میبانبیترسن ,1 9 


۱۹ 


(7) جد مراک ز کل من الاشجار في الغابة البينة في الشکل (1-3 ). وجد نصف قطر 
وقطر کل منها. 1 

(8) يعرف التحویل الشجري بالعملية الاتية : اذا كانت 1 شجرة مولدة لبيان متصل 
6 . وکانت * حافة فى 7 . فیمکن الحصول من 1 على شجرة ۲ تحتوي على 
» وذلك باضافة ٤‏ الى ۲ وازالة حافة تنتمی الى 7 من الد ارة الوحيدة المتكونة. 
بين كيفية الحصول على شجرة مولدة ,7 من شجرة معطاة ,7 بما لایزید على 
(0-1 امن التحویلات الشجرية التتابعة . حيث أن " عدد رژوس 6 . 

)9( لیکن 6 بياناً متصلاً رتبته « وحافاته ,© .6۰۹۵۰۰۰۰ . تعرف مصفوفة الد ارات 
the cycle matrix (‏ ) ل © بانها الصفوفة ] ره ] = 8 بسعة 10 × | بحيث 
أن 1 = رتا اذا كانت © حافة في الدارق البسيطة ,© .و 0 ح رط اذا لم 
تكن ر٥‏ حافة في الد ارة البسبطة ت أن :6۰6 هی الدارات 
البسيطة فى ن . جد مصفوفة الد ارات للبیان المعطى في الشکل (8-3). 


3 سك 


3 


شکل رد -8) 
(10*) في حقل الاعد اد الصحبحة بمعیار 2 . إثبت أن مرتبة مصفوفة الد ارات 8 لبيان 
متصل عد د رژوسه 7 وعد د حافاته ٦ہ‏ لاتقل عن | + وا و 


(11) لیکن 6 بياناً متصلاً بسيطاً رتبته « وحافاته ,© ...۵۰:۰ ٠‏ تعرف مصفوفة 
المجموعات القاطعة ( :تاه اءجتانت ۱۳6 ) ل 6 بانها المصفوفة [ رره ] -0 
بسعة ط× ط بحيث أن 1 = ز:4 اذاكانت :© حافة فى المجموعة القاطعة ,© ء 


و © = ر اذا م تكن رن حافة في المجموعة القاطعة ٩,‏ . حيث أن 


۱11۰ 





شکل (9-3) 


Q,.Q, .....0‏ هی كافة الجموعات القاطعة للبيان © . جد مصفوفة 
المجموعات القاطعة للبيان في الشکل (3 - 9) 


(12* )في حقل الاعد اد الصحيحة بمعيار2 . اثبت أن مرتبة مصفوفة المجموعات القاطعة 
ه لبيان متصل سيط عد د رژوسه "لاتقل عن (1 - 8). 


© (3 - 2) تعداد الاشجار : 





سيقتصر شرحنا في هذا البند على البيانات البسيطة . إن موضوع تعد اد البيانات يهتم 
بمسألة حساب عد د البيانات البسيطة التى لها خواص معينة ومحددة. 


والبيانات التي سوف تكون مد ار شرحنا في هذا البند هي البيانات الموسومة ( ۱2061164 
٠ ۵‏ ویقصد بالبیان الوسوم على أنه بیان 6 مع تطبيق متباين وشامل (معطى 
ومعين )من مجموعة الرژوس (6) ۷ الى مجموعة الاعد اد الطبيعية ( ١‏ ...., 1,2) . 
حيث أن 5 عدد رژوس 6 . 


وعلى هذا الاساس . سنرمز لرژوس بیان موسوم ب ,۷ ....۰ ۷۱۰۰۷ ۰ وبطبيعة الحال : 
في الشکل (3 - 10) غير موسوم . اما البیانات في الشکل (3 - 11) فهي بیانات 
۱۱۱ 


شکل (3 -10) 





شکل (3 -11) 


وسوف نقول لبيانين موسومین 6 و '6 آنهما متشاکلان اذا وجد تشاکل بين 
0 و 07 بحيث یحفظ تسمیات الرژوس : اي . عندما نمثل كل حافة بزوج غير 
مرتب لرأسیه ( بالتسمیات العطاة ) یکون لدینا (6) ۴ = (6): . ففي الشکسل 
(3 - 11) ء البيان الوسوم ,6 غير متشاکل مع ر6 ۰ ولکن ,6 متشاکل مع 
6 . لان 


۱1۲ 


[ [ ۷+ و ] ,۰۷ ۷2].[ و۷ :1:۷ ۷,۰۷]) = E(G,) = E(G,)‏ 
E(G,).‏ ع [ ب۰۷ ۷].([ لوا ]ءل و۷ و" 1.1 ۷,۰۷ ]) ۶ 


وعند حساب الیبانات الوسومة سنحسب البيانات الوسومة الختلفة ( اي غير المتشاكلة 
مع بعضها ) فقط . ففي الشکل (3 - 12) ۰ ذکرنا كل البيانات الوسومة الختلفة 
التي یمکن تكوينها من ثلائة رؤوس » ونلاحظ أن عددها هو 8 - 23 . ونلاحظ 
هنا أن هنالك ثلاث آشجار مختلفة رژوسها ‏ :۷,۰۷ > اي أن وکا له ثلاث 


۱ أشجار مولدة 
۷ ۷ ۷ 
© ۰ 
۰ ال 9 9 
۷ ۷ 
و۷ V2‏ ۷5۶ ۷2 3 2 
۷۲ 7 ۷ 
٠ ۷‏ 
3 ۷ و۷ ۷ ۷ و۷ 
17 
۷٢ 1‏ 
و۷ ۷ ۷ و۷ 
شکل (12-3) 


لنفرض ان لدينا ۳ من الرؤو:س واننا نربد معرفة عدد البيانات الموسومة 
المختلفة التي يمكن تكوينها والتي لها هذه الرؤوس .اذا كان © اياً من هذة 
البيانات ۰ فان اية حافة اما أن تكون موجودة في © اوغير موجودة فيه .ولا كان 


۱۱۳ 


م / نظرية البیانات 


لدینا 1(/2 - ٣)١‏ من الحافات على n‏ من الرؤوس وان لكل حافة حالتين 2 
فانه يمكن تكوين ۱١.2‏ ""2 من البيانات الموسومة. وعلیه .فا ن لد يناالمبرهنة الاتية : 


مبرهنة (3- 3) : عد د البيانات الموسومة د 1 من الرژوس هو 2 (1 2n‏ 
أي . ان عد د البيانات الجزئية الموسومة من البيان التام ,>1 هو 7""-1١2‏ 


من طريقة اثبات هذه المبرهنة . نستنتج النتيجة الاتية : 


نتيجة (3 - 3 ): عدد البيانات الموسومة ب ١‏ من الرژوس و 7 من الحافات هو 


E 

m 

ولکي نجد بعص الصيغ لتعد اد الاشجار الموسومة المختلفة نحتاج الى بعض المفاهيم 

والخواص المعروفة في مبرهنة ذات الحدود . التي نذکرها في ادناه کمأخوذ ات 
تارکین براهینها للطالب کتمارین . 


مأخوذة 3۱ !) : لکن × مجموعة من م من الاشیاء المختلفة . ولتکن 
م ۰۰۰۰ 9,۰ اعد ادا صحيحةغير سالبة بحیث ان 


۰ << وط + ...+ رط + n,‏ 
فان عد د الطرق المختلفة لوضع هذة الاشیاء فى م من الصناد يق ر×.... . ر× ,× 
بحيث نضع ,م من الاشياء في الصندوق ,× . لكلم.... ,1.2 = ان ہو 


n. 


ely.‏ و( وه 


يرمز لهذ | العد د بالرمز : 


n 
راب فا و وط‎ 


ea 0‏ 8 یں سے 8 
بطلق على الماخوذة الاتية « مبرهنة ذات الحدود » . ومنها ‏ يتبين أن 


۱1۹ 





معامل الحد #"لية)... 2"ل(ية)!”(رة) في مفكوك ذات الحد ود 


a, J)‏ + ... + يه+ (a,‏ .هو 


۱ ۱ 
گر Nac...‏ را 


مأخوذة (2-3) : اذا کانت ۰8 ...2۰32۰ اعدادا حقبقية وکان 


٢‏ عددا ےم موجبا . فان 
n‏ 3 1 
(a) ۱0۵۳2۰۰۰ (a,‏ 0ور N.N‏ )۳ 2 


لاحظ ان المعامل 


۱ ۱ ( 
مهو رظ 


یکون صفرا بالتعریف الاً اذا كان 


۰ > رص یھ رط 
. وسوف نحتاج الى المأخوذة الآتية لاجل اثبات البرهنة (4-3) . 


مأخوذة (3 -3): اذاکان 7 عددا صحیحاً موجبا ۰ فان 
ی 


i-1; 1 


n 1‏ ) ۱ 
n n n 2 ۱‏ 
355 1 
الاو ور 0 و ...+ و1 , و11 9 و و و 112 و 


نحن الآن مهيؤون لتعداد الاشجار الموسومة المختلفة ب من‌الرژوس ولاجل ذلك 


نثبت البرهنة الآساسية الاتية . 
مپرهنة (4-3) : لیکن (به ,..., ی 4: )۱ عدد الاشجار الختلف 12 


۱1۵ 


بالرژوس پر و Va‏ ۷۱۱ التي درجاتها ۰ بالترتيب ۰ هي ل نول .يل 3 


2 - 1۲ 
| اتی ,4( > یف ٦٢۶:۵:‏ 


البرهان :من الواضح ان مجموع درجات رژوس 1 هو ضعف عد د الحافات : اي 
انه(1 - 215 . وعلیه 


(1) ... 2-م عمسم (]1- م)2 ع (d1)‏ 2 


وهكذا . فان 0 ۶ ١N‏ عندما تحقسق الاعد اد الصحيحة غيراسالبة 
,۰.۵ ,وه العلاقة (1) . وفیما عدا ذلك یکون 0 - N‏ . 


بد ون المساس بعمومية المسألة . بمکننا آن نفرضص 


ومنها نستنتج أن 1= ,ا = , ,۵ لان كل شجرة تحتوي على نهايتين على الاقل . 


عد د الاشجار التي رژوسها Vy‏ و۷۵۰ Vs‏ ودرجاتها 2 بالترتيب 3 هى 
به ... , وك . ,۵ والتي يكون فيها الرأس ,۷ متجاورا مع الرأس 7 الذي درجته 
2 > ,4 5 هو 


۰( و و1 بو موب :1 N(n‏ 


وبذ لك . فان 


N(n;id,d....,d,)= از‎ N(n با ...يل يكل 1ع‎ ~1 ..,d, 


زديك و... 
1:2 


ان اکمال البرهان یتم بالاستقراء الرياضي على 7 . البرهنة صحيحة عندما 2= ١‏ . 
والاتن نفرض أن 3 < 5 وأن البرهنة صحيحة لأجل ١(‏ - 2) . عندئذ 


۱۱۹ 


را رو NRA‏ هر NODE dd‏ 
حون 


1-3 
5 (8 1da -2 سمل‎ ~1) 
i‘dj 22 


[ بموجب فرض الاستقراء الرياضي ] 
n 2‏ 


| ہس dp,‏ لے Id‏ ره ( > 


[ بموجب الأخوذة (3 - 3) ] 


n 2 


| تا ۳ 0) - 


لان ۱ = ,4 وأن ١‏ = !0 . وبهذا يتم البرهان . 8 


من هذه المبرهنة نستنتج العديد من النتائج المفيدة . 

نتيجة 3۱ - 4) : - تعود الى كيلي ( 1889 ) - عدد الاشجار المختلفة 7 
بالرؤوس ولام د۷۰۷ هو 2-”م 

البرهان : من المبرهنة ( 3 - 4 ) وباستعمال المأخوذة ( 3 - 2 )مع وضع 
- ,: به . یکون عدد الاشجار الختلفة مساویا ! 


=A =... < ۸ = [| 





1-2 
+٣۶‏ .... +1+ بک رت 6 
1 


7 


لف 


7 


ہما ان کل شجرة موسومة + 7 من الرژوس تقابل شجرة مولدة وحيدة للبيان ا موسوم 
K,‏ الکن . كل شجرة مولدة 1 ,۴ تؤدي الى شجرة موسومة وحيدة ب 7 من 
الرؤوس . فان النتيجة ( 3 - 4 ) تكافيء النتيجة الآتية : 


نتيجة ( 3 - 5 ) : عدد الاشجار الولدة ل ,کا هو 7-2 "م 


1۷ 





في الشکل (3 -13) ذکرت جمیع الاشجار الولدة للبیان التام یکا . ونلاحظ 
أن عد دها هو 16 44-2 . كما نلاحظ ان بين هذه الاشجار 12 شجرة کل منها 
متشاكلة مع درب بسیط طوله 3 . آما الاشجار الاربعة اباقية فهي متشاكلة مع البيان 
الثنائي التجزئة التام ,× . 


1] لا‎ 
x NL 


> كم لک XxX‏ 
1ہ لہ سا 


شكل ,3 ١13‏ الاشجار الولدة ل وكا 


نتيجة ر 3 .یی : - تعود ال کلارك ( ۱956 .61:0۵ ) - عدد الاشجار 
الختلفة 1 التي رۋوسها ,۷ ..... ولا با والتي فيها ۷ - اام اعلى درجة 
للرژوس . هو 


۱۱۸ 


0-2 
1 - 6 - و 00 ۱ 
1 ۳ ۱ 


البرهان : بموجب البرهنة  3(‏ 4)) ۔ يكون عدد الاشجار الموصوفة في نص 


النتيجة هو 
n 2‏ 
(n - 2)!‏ 9 
(k -1)!(d, - 1(!...)٥1, - (‏ ج٠‏ و 
(n - 2( ! ۱ n ۳ - 1‏ ۳ 


بے 
د 


وذلك باستعمال المأخوذة (3 - 2 ) وبوضع كل من الاعداد الحقيقية ,* مساوياً ! | 
في الطرفين . س 
هنالك نتائج اخری للمبرهنة (3 - 4) . ونكتفي بما ذكرناه هنا . 


ونعود الآن الى حساب عدد الاشجار الولدة في أي بیان موسوم . 
لنفرض أن © بياناً موسوماً متصلاً خالياً من اللفات . ولیکن دا أي بیان موجه نحصل 
عليه من 6 باعطاء اتجاه كيفي لكل حافة في 0 . تكون 1 شجرة للبيان 6 اذا واذا 
فقط 1 شجرة لبيان الموجه 5 . 


والآن نجد عد د الأشجارفي © . لتكن 8 مصفوفة الوقوع للبيان © . لقد سبق 

ان يبنا [ انظرنتيجة (1 - 2 ) ] ان مرتبة 8 هي (1 - ) . ولذلك . سنفرض ان ,8 
هي مصفوفة ناتجة من 1 بحذف أي سطر . وليكن السطرالاخير. يطلق على ,8 مصفوفة 
الوقوع المختصرة ( 10۵۱۲1۸ incidence‏ ۵ ( . بالطبع . مرتبة 8 هي 
( 2-1 ) . لان کل ( ۱ - )من اسطر 8 تكون مستقلة خطيا . اذاكان ,' هو 
1 





رأس الذي يقابل السطرالاخيرفي 28 فاننا سنطلق على Vy‏ مصدراً ( reference‏ ( 
لصفوفة الوقوع المختصرة . 


۱ مبرهنة ( 3 - 5 ) : محدد أية مصفوفة جزئية مربعة بسعة ( 1 - ۱ )من المصفوفة 
,8 يكون 0 2 1 + . او 1 -. 


البرهان : لنفرض ان ۷ مصفوفة جزئية مربعة بسعة (1 - ١‏ )من الصفوفة ,8 
ولنفرض ان ۷ غير انفرادية . اذاً . 0 < 0603۸ سوف نبرهن على أن 1+ = detM‏ 


لا كان كل عمود في , 8 يحتوي على عنصر أوعنصرين غير صفريين! + .۱ -. وان 
غير انفرادية . فان هنالك فى ۷ على الاق لعموداً واحد ا یه عنصرغیر صف ري واحد فقط. 
وان قيمته 1 + أو 1 - .وليكن ذلك فى السطر والعمود ز.وهكذا . بنشر 46131 
باستعمال العمود ز . نحصل على 1 


det M = + det ۷۰ 


حيث آن م۷ هي الصفوفة ا مربعة الناتجة من ۷ بحذدف السطر ¡ والعمود [ 00 
تطبيق هذه الخطوة على ,۸ .ثم الاستمرار على هذا المنوال . نتوصل أخيراً ای | 


M = + ۱‏ 36وبهذا يتم البرهان . 8 


مبرهنة (6-3) : لتكن ۷ مصفوفة جزئية مربعة من مصفوفة الوقوع 8 للبيان ` 
a‏ ۲ 7 
الوجه 0ا کانت اعمدة واسطر ۷ تقابل . بالترتیب . حافات ورژوس دارة بسيطة 
C‏ .فاد 0 = det M‏ 


البرهان : ہما أن كل عمود في ۷ بحتوي على عنصرين فقط غير صفریین أحدهما! + 
والاخرا -. فان 1 انفرادية . ربذ لك فان محددها يساوي صفرا . 8 


مبرهنة (3 7) : لتكن , 8 مصفوفة الوقوع ا مخت ة للبيان الوجه المتصل الخالي 
من اللفات (1.مصفوفة جزئية . مربعة سعتها ( 1 -7) . من المصفوفة , 8 . تكون غير 
انفرادية اذا واذا فقط كانت الحافات الموجهة التي تقابل أعمدتها تشكل شجرة مولدة 
۱۳۹ 


" للبيان الوجه 5 . 


| اپرهان : اذا کانت 7 أية شجرة مولدة ز 5 . وان ۸۷ هي مصفوفة الوقوع المختصرة 1 
7 بالنسبة لنفس مصدر , 8 مب کن . كما أن ۷ مصفوفة 
۷۳ت .وما كانت رتبة ۷ هي ( ۱ 0 ) .فان ۷۱ غير انفر دية اذاا+ = ۷ ۵0۱ 
بموجب المبرھنة (3 -5) ٠‏ 

والان اہب ور . مربعة سعتها ( . من المصفوفة ,8 . 
١‏ غير انفرادية . اذا . ۲ سے ساوت 8 .وان أعمدتها مستقلة 

خطیا . وهكذا ہت (3 6) . فان الحافات التي تقابل أعمدة ۴ لاتشكل 
كلها أوبعضاً منها دارة بسيطة في البيان الموجه 0 وعلیه . فان الحافات التي تقابل أعمدة 


٣‏ تشكل بیان جزئياً ۲ من البيان 1 . وبنفس رژوس ‏ وخالياً من الدارات . ولا كان 


عدد هذه الحافات هو( ۱ - ١‏ ). فانه بموجب (5) من الرهنة (3 | ) تکون 1٦‏ 
شجرة مولدة ۰۲۱ 8 


تنبت البرهنة الاخيرة وجود تقابل متباین بين الاشجار الولدة للبیان الموجه التصل 5 
والصفوفات الجزئية المربعة غير لا نفرادية بسعة (۱- «) لصفوفة الوقوع الختصرة ,8 
لنفس البيان 5 .ولهذا اهمية كبيرة في تعداد الاشجار المولدة . كما هومبین فی البرهنة 
الآتية . 

مبرهنة (3 -8) : عدد الاشجار الولدة للبيان الوجه المتصل الخالی من اللفات 1 
يساوي محدد المصفوفة ,5 , 8 .حیث أن ,13 هي مصفوفة الوقوع الختصرة ! 
وان 8 هي منقولة , 8 


البرهان : بموجب مبرهنة نیت - کوشی ( ۵5 300 ) 





HOM. u. (1)‏ ار B=‏ ,8 امل 


غیت إن ۱ هى مصفوفة جزئية مربعة بسعة ۱ | ١‏ )من المصفوفة ‏ 8 .وان N‏ هى 
الصفوفة الجزئية المربعة من 8 المقابلة ( ,۸۸ وعليه . فان أسطر ١1,‏ 
هى أسطر 8 المقابلة لاعمدة ,۷ ولذلك فان )۷۸ = :91 . وهكذا فان ,۷۸ ۸-۵١٣‏ ` 


۱۳ 


بموجب البرهنتين ( 3 - 5) و( 3 -7) .فان ۱ + = :۷ 16 اذا واذا فقط كانت 
أعمدة :× تقابل حافات شجرة مولدة ! 2 .اي أن قيمة كل من الحدود غير الصفرية 
في المجموع (1) هي 1 وأن كلا منها يقابل شجرة مولدة واحدة للبيان الموجه ۵ا وبذلك 
يتم البرهان . 8 ١‏ 


لنفرض أن © بیان متصل بسيط . وأن 1 بیان موجه ناتج من 6 باعطاء اتجاه كيفي 
لکل حافة فی 6 .لتكن ١‏ . 
A= [i]. ۱‏ 
مصفوفة بسعة << ۱ فيها | - = زر اذا كان ز  ١‏ وکان الرأسان :۷ و ر٢‏ متجاورین . 
و0 = رز اذا کان ز عت ¡ وکان الرأسان ,۷ و ر۷ غير متجاورین . و۸۱۱:۱ = ,2 في 
© .عندئذ يمكننا أن نبرهن على أن 
A = 8‏ 
حيث أن 8 هي مصفوفة الوقوع للبيان الوجه 0 [ أنظرالتمرين (6) من مجموعة 
تمارين (۱ 5 ) ] . يطلق على ۸ مصفوفة الاشجار . وهكذا . من تعريف مصفوفة 
الوقوع المختصرة . ,9 » وباستعمال المبرهنة ( 3 ١‏ ) نحصل على النتيجة التالية : 


نتيجة ( 3 ۰ 7 ) : عدد الاشجار المولدة للبيان البسيط المتصل © يساوي قيمة المحيدد 
٠ ۸,‏ لأي عنصرقطري 2 في ۰۸ 
مثال : جد عدد الاشجار لولدة للبیان الموسوهالمعطى في الشکل 31 ۱4 ) . 


۷4 


شکل (3 ۱14 


يفن 


الحل : نکتب مصفوفة الاشجار ۸۰ . 


3 1 0 ہہ 3 
وو 0 ار و i‏ 
1 1 3 ر۔ 0 آعہ 
۱ 3 1 0 1 
4 1 1 1 1 


1 0 . ۱ 3 
0 1إ 3° 1 
5 ے 
det ۸.< |] 0 1 3 1‏ 
3 1 0 1 


۱ ملاحظة : يمكننا أن نعتبر أحد رؤوس البيان ا معطى مصدرا . ٹمنکتب المحيدد مباشرة . 
اخذ ین جمیع رژوس البيان ما عدا الصدر . 





تمارین (3- 2 ) 


(1) ائثت النتيجة (3 3) 
۱ رق ROBES‏ 30:107 ره جاور 
(3) اثبت انه اذا کانت ,لهر...به. ,4 


ای کر ہے کچ 


أعد ادأ صحيحة موجبة . فان هنالك 
شجرة موسومة رژوسها هي .١......١,‏ ,۱ بحیث ان ۵ = ۷۱) ۸ 


لكل ...۱۰.3 - : اذا واذا فقط 


۳ ه)2 ع بل‎ ١ 


1 


1 


[ تلمیح : انت ان احد الأعداد ,4و ..... ۵و .4,۰ يجب أن یکون العذ د 1 ٹم 


۱۳۳ 


(4) 


(5) 


استخد م الاستقراء الرياضي على 7 .] 
جد عد د الاشجار المولدة للبيان العطی في الشكل 15-3( . 


۷4 


شكل (15-3) 


إستخد م النتیجة( 3 ٠‏ 7 الاعطاء برهان ثان للنتيجة( 3 5۰ ). 


2 2 
(6*) لیکن رع .۷) - 6 بيانا بسيطا. بقال ان ۸ تشاكل ذاتسي 


(7٭) 


۱۳1 


( omorphismاu)‏ للبيان © اذا وجد تطبیق متباين وشامل على مجموعة 
الرؤوس ۷ بحيث ان (0) 4۸۱۲۰۸ متجاورين اذا واذا فقط كان الرأسان 

« و نا متجاورين . 

برهن على ان مجموعة جمیع التشاکلات الذ اتية للبيان 6 مع عملية ترکیب 
التشاكلات تکون زمرة . بطلق على هذه الزمرة زمرة البيان © ویرمز لها (۲16 ٠‏ 


برهن على ان الزمرتین (6) ۲ و ( ۲0 متشاکلتان . 


يكن ن یاناً بسیطاً عد د رزوسه «. بت آن عد د الیانات الو وة غ ر 
المتشاكلة التي یمکن الحصول عليها من 6 . باعطاء الرموز ‏ راو... .را إ۷ 
لرژوسه . هو (6) ۲| )١!(/‏ . حیث أن | |۲٢٢‏ عدد عناصر الزمرة 
(OG)‏ ] ۔ 


[ تلمیح : لاحظ أنه اذاكان© أي بیان موسوم ! 6ء فان لکل ¢< ٣٥٥۲ء‏ 

يكون البيان الموسوم ر6 الناتج من , © بتطبيق © متشاکلا مع 06 

(3- 3 )أشجار القياس الكلي الاصغر 
ان لنظرية البيانات تطبيقات كثيرة جد ا وفي مواضيع عديدة ومتنوعة : وسوف 

نأتي الى شرح بعض تلك التطبيقات في الفصل الساد س . وقد لانکون مبالغين اذا قلا 

ان في معظم تلك التطبيقات تلعب الاشجار دوراً أساسيا . ولقد وجد نا من الضروري 
الاشارة في هذا البند الى ؛ بعض الاستعمالات الباشرة للاشجار › ونذکرفیما بلی شرحاً 

موجزاً لاستعمالین فقط . ۱ 

(أ) لنفرض أن الطلوب انشاء شبکه طرق تصل بين مجموعة من الدن بحيث أن 
هنالك درب واحد فقط يصل بين كل مد ينتين ۰ علماً بان لدینا طول السافة بين 
كل مد ينتين . ومن ناحیه أقتصادية . نحتاح الى أن نبحث عن تلك الشبکة من 
الطرق بحيث يكون مجموع المسافات . اي مجموع أطوال تلك الطرق » أقصر 
مايمكن . لما كانت شبكة الطرق متصلة ويوجد فيها درب واحد فقط بين كل 
مد ينتين ۰ فيجب ان تكون على هيئة شجرة [ بموجب (2) من البرهنة (3 - 1 ) ] 


تعرف دألة قياس ( 2250156 ) حافات بیان 6 على انها دالة ۸ من مجموعة 
رت تسس 5 
حافات 6 إلى مجموعة من اعد اد حقيقية غير سالبة . فاذا كانت :© حافة فی 6 . فان 
( :)۸ هو فیاس ;€ . 


اا ل مفهوم دالة اله القياس یمکننا ان نصوغ المسائل من انو المذكور فیما تقد م 
لت ایجاد شجرة 5 مولدة لبیان متصل موسوم علمت قیاسات حافاته بحیث ان 


مجموع قياسات الحافات فى تلك الشجرة أصغر مایمکن .» 


يمكن أن یفسرقیاس الحافة بانه طول الطریق الذي تمثله ء أوالزمن لانجاز عمل 
من مرحلة الى اخری ( الراحل هنا تمثل بالرژوس ) . وقد بفسر القیاس بانه كلفة انشاء 
الطريق ۰ اوكلفة قطع السافة بين مد ينتين.ولذ لك : فان استخد ام کلمة القاس ؛ 
يعطي لهذه المسألة بعض الشمولية في التطبيق . يطلق أحياناً على هذه المسألة « مسألة 


“ minimal connector problem الوصل الاصغر‎ 


ملاحظة_: يمكننا أحيانا ان نقبل بوجود القیاس السالب . ولکن يجب أن لابحوي 
ithaca‏ ع 3 
البيانعلى د ارة مجموع قياسات حافاتها عد د سالب . وذلك لأجل أن يكون هنالك 


معنى تطبيقی للمسألة . 
یو سم اعد وی وو . وسنرمز لذ لك 
ب (1)م ؛ وبذ لك فان 1 ۱ 


العام 5 علطام 
مره 

حيث ان (5)1 هی مجموعة حافات 7 . 
لما كان عد د الاشجار الولدة لبيان متصل كبيراً . فان إيجاد شجرة ذات أصغر 
قياس كلي عن طريق ايجاد كل الاشجار المولدة هوعملية مطولة جد! . ولذ لك فقد 
أوجد کروسکال (  )1.2. ٥ن5 ٤8٥‏ سنة 1956 طريقة مختصرة لابجاد شجرة 

القياس الكلي الأصغر . وتتلخص طريقة کروسکال ہما يأتي : 

نبدأ بحافة من 6 يكون لها أصغر قياس . ولتکن الحافة ,© . ثم نأخذ تباعاً الحافنات 
وح و E‏ بحيث نختار في كل مرحلة حافة لم ب يسيبق اختيارها وبحیست 
. تکون باصغر قياس نسبة لاتبقی من حافات في 6 . وبحيث آنها لاتشکل دارة مع 
بعض الحافات التي تم اختيارها . وعند تذیکون البيان الجزئي ۲ المكون من الحافات 
,۰62۰۰۰6 التي تم اختیارها بهذ ه الطريقة شجرة مولدة ( 6 ذات اصغر 


قياس كلي . 
والان . نبرهن على صحة طريقة كروسكال . 


لما كانت 7 تتكون من" من الرؤوس و(1-< ) من الحافات وخالية من لد ارات . 
فان 1 شجرة مولدة للبيان 6 »وذلك بموجب (5) مهن البرهنه ( 3 - 1). بقي ان 
نبرهن على ان (1)/ أصغر مایمکن . 
لتكن 5 أية شجرة مولدة للبیان 6 . سنبرهن على أن 
۰ (8) ۸ > (۸)1 


۱۳۹ 


واضح من الطريقة ان 
6-۳ ۱ > جم > ليع )م > )۳)۰ 


لنفرض أن .© هي أول حافة في المتتابعة اھ وی EE‏ التی لاتنتمى الى 
الشجرة المولدة 5 . البيان الجزئي المتكون من 5 مع الحافة ,© يحتوي على دارة وحيدة 
© بموجب (6) من البرهنة( 3 | )]. وهذه الد ارة تحتوي على حافة ء من 5 لاتنتمى 
الى ۲ . اذا . البيان الجزئي ,5 الناتج من 5 باضافة ,> وازالة © هو شجرة مولدة للبيان 
6 . واستنادا الى طريقة ایجاد ۲ . فان ۸۱۵ > ۰۱6۱ وعلیه فان 


۸ )5,( < (۰ 


إضافة الى ذلك . فان ,5 تشتركك مع ٦‏ بحافة واحدة زيادة على الحافات المشتركة بين 
107 . 
وبتكرار هذه العملية على ,5 نحصل على د5 بحيث إن 
ركام > رزيكا)م 
وهكذا . نستمر بهذه العملية حتى نتوصل الى 7 بتحويلات شجريةمتتابعة[ انظر تمرين 
)9( من مجموعة التمارین ( 3 - 1 )]. ولا کان في کل تحویل شجري: القياس الكلي 


للشجرة الناتجة. لايزيد على القياس الكلي للشجرة السابقة لهاء فان 


(TD > (۰ 


ہما أن 5 أبة شجرة مولدة ل 6 . فان (۸)۲ آصغر مایمکن وأن 1 هم شجرة 
و به سجرة مو صعر مال و هي سجر 
القياس الکلی الأصغر. 8 


مثال (1) : جد شجرة القياس الكلي الأصغر للبيان الموسوم 6 المبين في الشكل 
(3 - 16 ).علماً بأن الاعد اد النبتة على الحافات هي قیاساتها. 


۱۷ 





شکل 3۱ -16) ۰ 


الحل : با كان 1 هو آصغر قیاسات الحافات. فاننا نأخذ ,© على آنها الحافة 
[ ۷ . د ] ولا كان القیاس الاصغر الذي يلى 1 هو 2 . فان د© هى الحافة [ ۷,۰۷۸ ]: 
وذ لك لأن هاتين الحافتین لاتشکلان دارة. وهكذا. نستمر حتى نحصل على الشجرة 
الولدة 1 التي حافاتها. حسب ترتيب ايجادها. هي 


او یل 11 وو ان va‏ ال ¥2.73[ 
والتي قیاسها الكلي 4 . وقد مت حافاتها بخطوط سميكة. 


(ب) نشرح الآن مسألة مشابهة بعض الشيء للمسألة المذ کورة في (أ): ولکنها تخص 
البیانات الوجهة. 73 

لیکن ( ۷.4 ) = ظ بياناً موجهاً متصلاً بسيطاً. ولیکن ," رأساً معيناً في 1 . 
بطلق عليه مصدر البيان ۲ . يقال لرأس ۷ انه قابل الوصوك ( ۲6۵0۱ ) من ر۷ 
اذا وجد في 15 درب موجه. واحد على الأقل۔ من الصدر رہ الى الرأس ب“ 
لنفرض أن هنالك دالة قياس معرفة على الحافات الموجهة للبيان 5 ء أي أن لكل حافة 
موجهة ( ۷ .نا ) في (] معرفاً لها قياس ( ۷ .دا )؛/ وهو عد د حقبقی سالب : موجب: أو 
صفر. وسنفرض ان لكل دارة موجهة © فى 5 يكون 0< وام 2 حيث أن (©) غم 
هر مجموع قياسات الحافات الوجهة في الدارة .C‏ 3 


۱۳۸ 


المسألة هنا تنص على آنه اذا كان ٭ رأساً قابل الوصول من الصدر ,۷ ۰ فاوجد درباً 
موجها ۳ من ,۷ الى س بحيث إن مجموع قياسات حافاته. (0)/,/ر ٠‏ أصغ ره ا 
نبة ال کل الد روب الموجهة من ر۷ الى ۷.بطلق على مثل هذا الد رب ؛ وهوبالطبع موجود 
ذائماء آقصر درب موجه من ,۷ الى ۷ ۰ 





سوف نشرح فيما يلي مسألة آعم من مسألة إيجاد آقصر درب موجه. وهي مسألة 
إيجاد شجرة جذرية ۲ ۰ جذرها الصدر ,۲ ۰ بحيث إن الدرب الموجه الوحید من ,۷ 
الى أي رأس ۰۷۰ فيها هو آقصر درب موجه من ,۷ الى «. يطلق على مثل هذه الشجرة 
شجرة القیاس الاصغر نسبة الى الصدر ,ا . إضافة الى ذ لك > سنعطي طريقة بقة لابجاد 
شجرة القياس الاصغر نسبة الى الصدر ,۷ بحيث انها تحتوي على کل رؤوس 0 القابلة 
الوصول من ,۷ ۰ وسوف نطلق على مغل هذه الشجرة شجرة القياس الأصغرا ظم 
الى المصدر ,۷ . سوف نبين ان لكل بیان موجه بسيط 5 مع أية ذالة قاس ۸ للحافات 
التي تحقق 0< ۱ (/ . لكل دارة موجهة © في ا ٠‏ فانه يوجد في (1 واحدة على 
الأقل من اشجار القياس الاصغر العظمی نسبة الى مصدر ,۷ . قبل ذكرذ لك. نحتاج الى 
إثبات المبرهنة الآتية. 





مبرهنة (3 92 : - 9): لیکن ٦‏ شجرة جذرية . جذرها ر۷ و و عه 
( ۱۷.۸ = ا . تحتوي على كل رأس قابل الوصول من ,۰ . لکل رأس ۷ في 
نرمز لقیاس الد رب الموجه الوحيد من ر۷ الى 0 في 7 بالرمز (:) .1 ٠‏ وبروت( ,۷ ) ۰1 
عند ئذ . تكون 7 شجرة القیاس الاصغر العظمى نسبة الى المصدر ,۲ اذا واذا فقط . لكل 
وتر( 8 .نا ) الذي رأساه نا٠«‏ في 7 يكون 


L(w) > L(U + ۰ آ]...‎ - ٩ ( 
۰0۰۷ ( البرهان: اذا کان. لأجل وترما‎ 
L(w) > L(uU) + tiu.w). 


فان الدرب الوجه من ١,‏ الى نا في ۲ مع الوترر ۰.۷ )ایکون ذا قياس 
u. (‏ )+ (نا) ]وا کان هذا اصغرمن (8) 1 ۰ فان قياس الد رب الموجه من ,۲ الى ۷ 
في 7 ليس الأقصر. .وب لك ۔ فان ۲ ليست شجرة القیاس الاصغر نسبة الى الصدر ,۷. 
۱۳۹ 


وبالعکس ‏ دعنا نفرض أن 7 ليست شجرة القیاس الاصغر اذا یوجد رأس,في 
1 بحيث إن قياس الد رب الشجري من ,۲ الى ۷ لیس الاقصر لذلكء نفرض أن الدرب 
الوجه 


P, = ) و29‎ +... ( 


هو آقصر درب موجه من ,۷× الى ۷ في 7 . لتكن ( جرلا ,هلا ) = ربره هي الحافة 
الموجهة الاولى في المتتابعة ,3 ...., ر8 .2 التي لاتنتجي الى 7 بحیسسث إن 


(ب 8 )م < ( ربر۷) ,] ؛حیث ان 
۰ ربمم و2۰8 ) = رط 
بالطبع . هکذا حافة موجهة موجودة لأن ١‏ أقصرمن الدرب الوجه من ,۷ الى ۷ في 7 
بالفرض. ولا كان ( ,م ) ۸ = (:۷۲) ۰1 فان 
LOFT + ۸2۰‏ < (,بم۷) ,1 
وعلیه. فقد وجدنا وتراًء ,ر٥‏ ۰ بحيث ان رأسیه , ٠.7,‏ يحققان المتباينة. 
L(w) > L (u) + (u, ۷ (۰‏ 
وبهذا یتم البرهان. 8 
هذه المبرهنة تزودنا بالقاعدة النظرية التي تستند اليها طريقة الحصول على شجرة 
القیاس الاصغرالعظمی نسبة الى المصدر ,۲ بشرط أن 0 < (©) ۸ لكل دارة موجهة © في 
ايان الموجه. والطريقة تتكون من تكرار الخطوة الثانية من الخطوتين الآتبتين : 
الوصول من ,۷ . 


(2) بصورة عامق عندما نحصل عل ,1 ۰ نفرض ان (۷)ا يرمز لقیاس الدرب 
اموجه الوحيد من ,۷ الى ۷ في ٢٦‏ . اذا کان کل وتر (سw‏ .نا ) | يحقق التباينة 


1: (w) > L; (u) + (uw), 
.)9- فان ,1 هى شجرة القياس الاصغر العظمى . وذلك بموجب المبرهنة(3‎ 


۱۳۰ 


وعند ذلك تنتهي الطريقة ونکون قد حصلنا على الشجرة الطلوبة. أما اذا وجد وتر 


(*0*,8) بحیث ان 


( 3 -2) ... ۷۰ ۸ +( بآ < ( ۷۴ با 


فعندئذ نحصل من ,1 على شجرة جذرية ,ب1 باضافة الوتر ( ٭٭ , *د )الى ,1 
وازالة منها الحافة الوجهة التي رأسها النهائي هو *». لا كانت :1 جذرية جذرها ,۲ وأن 
0 < )۸ لكل دارة موجهة ٥ء‏ فان ٠+١‏ جذرية جذرها ,۲ أيضاً. 

بعد ذلك نكرر الخطوة (2) بأخذ 1+ بدلا من ز. 

لكل رأس ٢‏ قابل الوصول من ,۷ ء فان المتتابعة ....(۷)+,].(۷) سا غير متزايدة. 
اضافة الى ذلك ۰ في کل مرحلة 1. 


(۷) ربط > (۷) ہا 


لرأس + واحد على الأقل (كالرأس *« المذكور في الخطوة (2) أعلاه). وأخيراً. فان القيم 
)١(‏ ,1 مقيدة من الاسفل. لأنه لاتوجد دروب من ,۷ الى ۷ بقياسات صغيرة لانهائياً. 

بسبب الشرط 0< (۸)6 لكل دارة موجهة © . هذه الملاحظات سوية توصلنا الى شجرة 
جذرية . 1 0 بحيث ان لكل وتر ( ۷ء من اوتارها . 


0 


L; (w) > L; (u) + ۸۱۰۷ ١. 


عندئد. بموجب البرهنة ( 3 - 9 ). تکون ر٦‏ شجرة القياس الأصغر العظمی. نسة الى 
المصدرر۷. 

مثال (2) : جد شجرة القياس الاصغرالعظمی نسبة الى المصدر ,۲ للبيان ا موجه 0 . 
المؤشر عليه قیاسات الحافات. والبین في الشکل( 3 - 17) . 





۱۳" 


الحل : نبد أ بالشجرة ء1 البينة في )٥(‏ من الشکل (18-3)ء وه شجرة 
تحتوي على کا الرژوس القابلة الرصول من الصدر ,۲ > وقد رسم منقطاًالوتر رم۰ ۲,۰ ) 
الذي يحقق المتباينة (3 - 2 )2 وقد كتب قياس كل رأس: (,1,0 . وهكذا نحصل ١‏ 
عل ,7 البينة في (6) من الشكل (3- 18). ومن ثم نستمر حتی تحصل عل :7 في 
)0( من نفس الشكل. وبعد فحص كل أوتار 12 ۰ نجد أنها تحقق المتباينة( 1-3 ). 
وهکدا ء بموجب البرهنة (9-3) ۰ تكون 12 هى شجرة القياس الاصغر العظمي . 


(10) 





)10( 





(b) T, 
(2) (0) 





وا )©( 


شکل (3 -۱5) 


۱۳ 


من السائل المعر وفة والمتضمنة ایجاد آقصر مسار هي مسألة البائع التجود 
(travelling salesman problem )‏ وهي تتلخص ہما ياتي : «بائع متجول 
برغب بزيارة " من المدن المعينة » فكيف يمكنه زيارة کل من هذه الدن مرة واحدة على 
الأقل ثم يعود الى نقطة إنطلاقه وبحيث تكون المسافة الكلية التي بقطعها في سفره أصغر 
مايمكن ؟في الغال (1) ء المسار الاقصر (أي الاصغر قياسا ) لرحلة البائع المنجول هو 
)¥1 یا رو دوجو 2 3121ا 2 ويكون الطول الكلي لهذ! المسار هو 43 › 
ونلاحظ ان البائع مر بارس 7١‏ مرتين لأجل أن بقطع أقل مسافة. ان تطبيقات هذه 
السالة كثيرة » ولکن لا توجد في الوقت الحاضر طريقة عامة وجيدة لحلھا۔ 


تمارين . (3 -3) 


)1( جد شجرة القياس الكلي الاصغر للبيان 6 المبين في الشکل (3 - 19 ) . 

2( جد رها ری ہم لشوس عل مو ینت اللي الاصغر 
لبیان مهن © » تستند الى ازالة الحافة ذات القياس الاکبرمن 6 ؛ ثم تستمر 
یہ یھ می کم و مولدة ذات قياس كلي آصغر . (ثست 
صحة هذه الطريقة › تم استعملها في حل التمرین (1) ۔ 

3 انت انه يمكن استعمال الطريقة المذكورة في التمرين (2) لأجل الحصول على 
شجرة ای متصل © . [تلمیح : اعتبر کل الحافات ذات قياس واحد.] 

4( جد السار لاقصر لرحلة بائع متجول اذا علمت أن خارطة الدن التي سوف بزورها 
ممثلة في البيان العطی في الشکل (3 - 19) . 


۱۳۲۳ 





شکل (19-3) 


(5) اذاکان (به ,... ,وه , ,ه) = ۲١‏ آقصردرب موجه من الصدر ,۲ الى الراس م۷ 


في بیان موجه بسيط » فان. 
( ر82:...,8,ر2) 5 Pj‏ 


هوأقصردرب موجه من ,۷ الى ر۷ لکل ...13-12 علماً بأن 
(VV; - 1.10‏ = ,8 لكل ...1,2 = i‏ 

(6» جد شجرة القیاس الكلي الاصغر العظمی نسبة الى الصدر ,۷ للبيان الوجه 2 
المؤشر عليه قیاسات حافاته والعطی في الشکل (3 - 20) 





۳ ۱ شکل (20-3) 


(7) لیکن ظ بياناً موجهاً مع دالة القياس ۸ لكل من حافاته الوجهة بحيث ان لکل 
دارة موجهة © يكون 0 > 0©)/ . اجرالتعد يلات اللازمة على طريقة استخراج 
شجرة القیاس الکلي الاصغر العظمی لاجل وصف خطرات الحصول على شجرة 
القیاس الكلي الاكبر العظمى ( أي شجرة تحتوي على کل الرژوس القابلة الوصول 
من المصدر ,7 بحيث ان الدرب ا موجہ الوحيد فيها من ,۷ الى أي را س يكون 
باكبر قياس ممكن ) . 

(8) استخدم التمرين (7) للحصول على شجرة القياس الكل الاکبرالعظمی نسبة الى 
المصدر ,7 للبيان الموجه ا المعطى في الشكل (20-3) 


(3- 4 )مصفوفات الد ارات والمجموعات القاطعة للبيانات الموجهة 


سوف نحتاج في الفصل السادس الى استخدام مصفوفات الدارات والمجموعات. 
القاطعة للبیانات الموجهة . ولذ لك نجد من الضروري شرحها هنا لاعتماد ها على مفهرم 
الاشجار . 

نعين لكل دارة بسيطة ( لايشترط ان تکون موجهة ) في البيان الوجه التصل رز 

۱ اتجاهاً » يتفق مع ترتیب حافاتها الوجهة في المتتابعة التي تمثلها › أو بالترتيب اک 
لذلك › > کماهوموضح في الشكل (21-3) عه لدارة 
7 1 لدو دو و لاروعرج ۷و6 ,۷ 5-7 
حيث ان الخط النقط . مع الاسهم التي عليه 3 یمثل اتجاه الدارة ۵ بما يتفق وترتیب 
حافاتها فی التتابعة . 





شکل (3- 21) 


۱۳۵ 


5 


,,6....د6: 02026 الحافات الموجهة للبيان الموجه 2 ء ولتكن 
CE‏ الدارات البسيطة في ¬ . تعرف مصفوفة دارات 1 بانها الصفوفة 
C=],‏ کچ ا e‏ والعمود ز یمنل 
الحافة الوجهة ر٥‏ ء لكل ۰ = ,| ,... ,1,2 < و وان 
: 5 ۰ 5 1 
اذا كانت في ٥:‏ وان اا ره متفق مع اتجاه ;€ ,1 
1 سے ںہ 
0 


2 





اذا كانت :© في ,© وان اتجاه ,© معاکس لاتجاه :؟ 


اذا م تكن ره في © 1 


لتکن 7 شجرة مولدة للبيان اموجه التصل ظ . اذا اخذنا اتجاه كل دارة مسسن 
النظام الاساسي للدارات المشاركة مع 1 متفقاً مع اتجاه الوترالذ ي فیها ۰ نجد ان الصفوفة 
© تحتوي على مصفوفة جزئية مربعة واحدية بسعة (1 + 2 - 228 ) . لذلك »فان 
لدينا المأخوذة المباشرة الآنية 


مأخوذة (3 -4) : مرتبة مصفوفة الدارات للبيان اموجه المتصل الذي عد د زژوسه 
veser Tt nara‏ 
ه وعد د حافاته ۳ لاتقل عن (1 + م- ص) . 


مبرھنة __(3 -10) : اذا أخذت آعمدة مصفوفة الوقوع 8 واعمدة مصفوفة 
لجوجو د 
الدارات © لابيان الموجه المتصل (1 بنفس الترتيب لحافاته » فان 


ن = BC' = O , CB‏ 
حيث أن © مصفوفة صفرية › وان "8 منقولة 8 وت منقولة © . 


البردانٍ : اذا لم تكن الدارة © محتوية على الرأس ر۷ فان حاصل ضرب السطرذ ي 
الرقم ؛ من" زامن © مع السطرذي الرقم : ز من 8 يساوي صفراً . واذا كانت الدارة ‏ ,© 
محتوية على الرأس 0 > فان لدينا أربع حالات بالنسبة الى اتجاهي الحافتين ,© و .© 
في ,© الواقعتين على الرأس ر٢‏ ؛ وهذه الحالات مبينة في الشكل (3 -22) 


ولکل من هذه الحالات الاربع > نجد أن 
0 = ورتایرہ + Cı, Dj,‏ 


۱۳۹ 


لذلك ء فان حاصل ضرب السطرذي الرقم : من © مع السطردي ارم 7 من 8 
ر أي العمود ذي الرقم ز من '8 ) يساوي صفرا . وبهذا يتم البرهان . 





مبرهنة (3 - 11) : مرتبة مصفوفة الدارات للبيان ا موجہ التصل الذي عدد 
رؤوسه 2 وعد د حافاته 2 هي (1 + (m =n‏ . 


البرهان : ينص قانون سيلفستر للصفرية Sylvester’s law of nullity)‏ 
عل : واذاكانت ۶ مصفوفة بسعة 1 “م و 0 مصفوفة بسعة ۹×۰۲ ء واذاكائنت 
0 ے' ۲ » فان 2 57 

9 :> رمرتبة ۵ ) + (مرتبة ۲ ) 
بما أن جا سے 
C B' < 0 ۱‏ 
بموجب البرهنة (3 --10) » وباستعمال قانون سیلفستر للصفرية › فان 


:0د > ( مرتبة 8 ) + ( مرتبة © ) 


۱۳۷ 


ولا كانت مرتبة المصفوفة 8 هي احم ۰ فان 
n + 1.‏ - ۲ > رهرتبه )0( 
وهكذا ۰ باستعمال المأخوذة (4-3) » نجد أن مرتبة © هي (1 + م - ه) ٠‏ 


نشرح فيما يأتي مصفوفة المجموعات القاطعة للبيانات الموجهة 

لیکن ٩‏ مجموعة قاطعة للبيان الوجه اللتصلِ 5 » ولتكن 7" مجموعتي 
دژوس مركبتي 5 - 2 . یمکننا أن نعين ل 5 اتجاهاً آما من ,۷ الى ,۷ أومن ر۷ الى ,۷ . 
ولذ لك سنعرص أن لکل مجموعة قاطعة للبیان اتجاهاً معیناً . 

لیکن .».....رء.رء حافات 2 ۰ ولتکن گ...,ی5,ر5 المجموعات 
القاطعة للبيان الوجه ٣‏ . تعرف مصفوفة المجموعات القاطعة ( 2 بانها الصفوفة 
[ را ] = 1 ذات السعة2<< ) بحيث ان السطر : يمثل المجموعة القاطعة ,5 . 
ار 1,2 ز > وان العمود ز یمثل الحافة الوجهة ع 3j = 12, .., me‏ 


اذا كان 4 في 5 واتجاه 6 متفقاً مع اتجاه :5 ,1 ۱ 
اذا كان ز٤‏ في : 5 واتجاه ر معاكساً لاتجاه :5 0 


اذا لم یکن رہ في ٩:‏ 


مبرهنة (12-3) : اذاكانت × مصفوفة المجموعات القاطعة و© مصفوفة الد ارات 
لبيان موجه (1 بحيث ان ترتيب الاعمدة في كليهما هوبنفس الترتيب للحافات . فان 


KC’ = 0 1 - و‎ 


البرهان : اذا کانت © حافة موجهةمشتركة. بين الدارة © والجموعة القاطعة ر5. 
في ٥ء‏ وان ه أول حافة موجهة مشتركة بینھما تأتي بعد ,© عند ما نمر حول 6 
بالاتجاه العین لها » . فان لدينا أربع حالات لاتجاهي ,6 و » وهي مبينة في الشكل 
رو -23) . لكل من هذه الحالات › نجد أن 


با + أ 


0 = ورگ 


ولا كان عد د الحافات الموجهة المشتركة بين °C,‏ ورم هوعد د زوجي . فان حاصل 
ضرب السطر : من © مع السطر ز من × يساوي صفراً . وبهذا يتم البرهان .لا 


۱۳۸ 





شكل 3۱ -23) 


واضح انه اذا كان 1 متصلاً وغير قابل للانفصال » فان مصفوفة الوقوع 8 ! تا 
هى مصفوفة جزئية من مصفوفة الجموعات القاطعة >1 . اما اذاکان ‏ قابلاً للانفصال : 
فان أسطر 8 هي تشكيلات خطية لاسطر × . وبما أن مرتبة 8 هي (ج-۔م عفان 
مرتبة × لاتقل عن (0-1) 

من جهة اخرى » باستعمال المبرهنتين (11-3) و (12-3) مع قانون 


سيلفستر للصفرية » نستنتج ان مرتبة × لاتزيد على (2-1) . وهكذا نتوصل الى 
المبرهنة الآتية . 


مبرهنة (13-3) : اذاكانت × مصفوفة المجموعات القاطعة لبيان موجه 
متصل عد د رژوسه «n‏ فان مرتبة 1 هي )1- (n‏ 


۱۳۹ 


لتک 7 شجرة مولدة لبیان موجه متصل (1 عدد رژوسه 2 وعد د حافاته 
الموجهة 0 . ولتک ...۰و6و6 أوتار 9۱ ولتكن SER‏ 515 
أغصان 7 . ولتکن ,© الدارة الاساسية ( اي في النظام الاساسي للدارات الشاركة مع 
7 الناشئة من اضافة الوتر © الى الشجرة ۲ لكل 1 + م- صر...,1,2 دز 
ولتکن ر5 الجموعة القاطعة الاساسية نسبة الى الخصن رت للشجرة ۲ . لكل 
صد,..., 2 + م  -‏ = ز . عندئذ یمکن كتابة مصفوفة الدارات الاساسية بالصيضة 





LU 5 1 0‏ سے C,‏ 
حيث ان رد+, رلا هي مصفوفة واحدية بسعة(1 + ص ۲ ). 
كما يمكن كتابة مصفوفة المجموعات القاطعة الاساسية بالصيغة 


اي ور ] < رک 
حيث ان :-,لا هی مصفوفة واحدية سعة (1 ها 


باستعمال المبرهنه رد -12) » نتوصل الى 6۷-0 < 
تۆد ی ١‏ 2 
وهي تودي اف ۱ ویک 
J ۳ 0 5‏ وین عدولا ۲ 
0 
اي ان 5 3 
0 = 0 7 روک 

وهکذا > فان 

رذ - 3 )... يرم" © - = Ky‏ , 


تمارین- (3 -4) 


ر), اذا کانت 7 الشجرة الولدة للبيان الوجه ٹا العطی في الشکل (6-3) 2 
فاکتب كلا من ,× و ٣,‏ ء وتحقق من صحة رد -3) نسبة هذه الشجرة . 

(2) برهن على أن مرتبة مصفوفة الدارات لبيان موجه عد د رژوسه 2 › وعد د حافاتسه 
الوجهة 150 وعدد مرکباته ‏ هي ( + < - صا 

)0 برهن على ان مرتبة مصفوفة الجموعات القاطعة لبيان موجه عد د رژوسه 2 وعد د 

مرکباته ‏ هي (1- ه) 


ہج 


الفصل الرابع 


البیانات الستوية 
Planar Graphs (‏ ) 


لقد سبق ان شرحنا في البند ( 1 - 7 )غمر البیانات ‏ وتعرضنا لذ کر البیانات الستویق 
وهي البيانات التي يمكن غمرها في الستوي. فالبيان الستوي هو ببان یمکن رسمه في 
المستوي بحيث لايوجد تقاطع بين أبة حافتين في نقطة ليست ا لأحدى أوكلتا 
الحافنین . كما سبق آن بینا آن البيان الستوي یمکن غمره في سطح الکرة وأن کل بیان 
مغمورفي سطح الكرة هوبیان مستو[مبرهنقر 1 - 5 5 ) ]. كما أثبتنا آن کل بیان يمكن عمرة 
في الفضاء الاقليدي الثلائي الابعاد 8 . وفي هذ! الفصل سوف نشرح بعض خصائص 
ومیزات البيانات البستوية. كما سوف نثبت الشروط الضرورية الكافية لكي یکون بیانا ما 
مستوياً. 

سوف يتضمن البندر 4 - ! )من هذا الفصل صيغة أويلر التي هي العلاقة الثابتة بين 
عد د الرؤوس؛ عد د الحافات > وعد د المناطق لبيان مستو. اسخدام هذه الصف ۰ سوف 
نثبت ان البيانين ر > .یک غير مستويين › ٠‏ وسوف نرى كيف أن هذ ين البیائیسن 
يلعبان دوراً رئيساً في البيانات غير الستوية كما تنص على ذلك مبرهنة كورتوفسكي في البند. 
(2-4) 


یعالج البند( 4 کاو بت يع الجنس والسمك وعدد التقاطعات في البيانات. 


وهي البند (4 - د ) . شرح الاثنينية في البيانات الستوية. وأخيراً ز نختم الفصسل 
بمبرهنة وايتنى فى البيانات المستوية. 


١ ٠ 4(‏ ) صيغة أويلر للبيانات المستوية 


عند ما يغمر بیان مافي مستو. يتجزأ ذلك المستوي الى مناطق . يطلق عل-کل منها 
وجد ۵۱ ) أومنطقة ( ۲6۵۱0۳ ) لذ للك البيان. وفي هذه التجزنة ئة. يطلق على المنطقة 
غير المحدودة الوجه الخارجي ) the exterior face‏ ) أو الوجه غيرالمحدود 


۱:۱ 


unbounded face‏ ) . ففي البيان الستوي المبين في الشکل (4 - 1 )لدینا آربعة آوجه 
وهي ۶,۶,, Fı‏ + لاحظ أن ۴ هوالوجه الخارجي أما بقية الاوجه فهي 
داخلية. كما أن تخم (أي حدود )الوجه ,۲ هو دارة بسيطة. ولکن تخم الوجه ,۴ 
ليس دارة. 7000 





شكل (1-4) 


من المهم أن نلاحظ عدم وجود شيء خاص بالوجه الخارجي حيث يمكننا أن 


نجعل » باعادة رسم البیان في الستوي: أي وجه نریده. مثل "۲ وجهاً خارجياً. وبتم 
ذلك باسقاط البيان على سطح الكرة [انظر برهان المبرهتةر 5-1([ > ثم نختار نقطة 
مثل × داخل المنطقة ۴ ۰ وندور الكرة بحيث تصبح × نقطة الاسقاط (أي القطب 
الشمالي) ؛ وعند ثئذ نسقط البيان المرسوم على الكرة الى المستوي المماس للكرة عند القطب 
الجنوبي . فمثلاً. يمكننا أن نعيد رسم البيان ااعطی في الشكل 4 4 - 1 ) بحيث يصبح 
الوجه ٣‏ وجهاً خارجياً: كما هومبین في الشكل ر4 - 2 ) 


لقد كان العالم العروف أويلر ) Euler‏ ) أول من درس البيانات المستوية عندما 
كان یبحث في متعد دة السطوح ( 0٥۵7ء‏ طازاەم ) . فقد لاحظ أن لكل متعدد سطوح . 
يوجد بیان مرافق له رؤوسه هي رؤوس متعد د السطوح وحافاته هي اضلاعه. وبطلق على 
بیان متعد د السطوح هيكل ۶ - 1 . فمثلاء البيان في الشكل (4 -ى 


۱۲ 





شکل (2-4) شکل (4 -3) 


هوهيكل ۔ | للمكعب. ومن هنا جاء استعمال أويلر لكلمة وجه. ومن هذه الدراسة 
أوجد أويلر سنة 6 173 الصبغة المعروفة « بصيغة أويلر لمتعدد السطوح» وهي واحدة من 
النتائج الكلاسيكية فى الرياضيات. ويمكن صياغة تلك القاعدة للبيانات المستوية 
المتصلة في البرهنة الآتية. 


مبرهنة (4 - 1 ) صيغة آویلر- . لكل بیان مستو متصل 23ل عدد رؤا + و وعدد 
حافاته وعد د اوجهة ۶. يكون 
و 2 ع ] +4 10 - 1 
البرهان: من الواضح أن الطرف ٠‏ من الصيغة ( 4 - ١‏ لابتغیر 
إذا أجرينا إحدى العمليتين : 
(أ) إزالة راس احادي الدرجة مع الحافة الواقعة عليه . 
(ب) ازالة حافة مشتركة بين تخمي وجهين مختلفين. 
ففي حالة وجود رأس أحادي الدرجة. فان ازالة ذلك الرأس مع الحافة الواقعة علیسه 
تنقص كلاً من ۾ . جم بواحد .وبذ لكفانالمقدارم + ص -«لايتغير. كما أن ازالة حافة 
مشتركة ہین تخمي وجهين مختلفین تنقص كلا منم . م بواحد . ولاتغیر ۾ ۰ وفي هذه 
الحالة ایضا) + بم - ۲ لایتغیر. 


۱:۳ 


فاذ | بد أنا بأي بیان مستومتصل وطبقنا عملیات من النوعین ورب) فسوف نتوصل ۱ 
الى بیان:ن بتکون من رأس واحد فقط وبد ون حافات » وذلك لأن ی بیان -نته. عندئذ 
یکون هنالك وجه واحد فقط في .ی وهو الوجه الخارجي. وعلیه فان الصيغة (1-4) 
صحيحة للبيان 07 . ولا كان الطرف الابسرمن هذه الصيغة لایتغیر عند ما نجري عملیات 
من النوعين (أ) و(ب)ء فان صيغة آویلر صحيحة للبیان ى ۰ وبذ لك يتم البرهان. 


هناك العدید من النتائج التي يمكن ان نستمدها مباشرة من صيغة أو يلر . 


نتيجة ره 1) : اذا کان ى بيانا مستويا متصلاً عدد رؤوسه م وعدد حافاته م 
وتخم كل وجه من أوجهه هو دارة بسيطة طولها ا حيث ان 3<! ء فان 
(4 -2)... .2(۰ -2(7)1-م)۱د٭<ھے 
لاحظ ان تحم الوجه الخارجي هو الدارة !لتي تحيط باابیان الستوي من الخارج . 


البرهان_ : بما ان تخرم كل وجه في ى هو دارة بسيعلة طولها | وان كل حافة تشترك 
بین تخمي وجھین مختلفین, ء فان 2m‏ يساوي مجموع أطوال تخوم کل اوجه ۰6 أي 
ان lf = 2m‏ 


وباستعمال صيغة اوبلر نحصل على 


10 - 5 + (2m /1( == 2, 


ومنها نحصل على (4 -2) ۰ 8 


ین ون یجان مر کے . وبذلك . فان نات الستوي 
يكون أعظميا اذا كان حتویا على أكبر عدد من الحافات ۰ لنفس مجموعة الرژوس . 
وبمعنى آخر . اذاکان 0 مستوياً أعظميا : فان تخم كل وجه فيه هودارة بسيطة طولها 3 : 
وعلیه > بموجب النتيجة ( 1-4( نحصل على النتيجة التالية . 
نتيجة ( 4 - 2 ): اذاکاد ن بيانا مستوبا أعظميا عد د رؤوصه ہر وعد د حافاته جر . فان 
m= 3(n ~2).‏ 


من هذه النتبجة نحصل مباشرة على شرط ضروري #بيانات المستوية . 


۱:4 


نتيجة (3-4) : اذا کان ى بیانا متصلا مستوبا بسعلا عدد رژوسه ۰ وعدد 
حافاته 17 . فان 
n< 3 8 -6,‏ 
4 4 : البيانات وك و وکا غير مستهیین . 
او پک لدينا 5 = 10,0 = 0 وعليه 
۱ 6۰ - 30 > 9 < 10 ع 10 
ول لك ؛ فان افتراض ان دک مستوباً سوف بناقض نتیجة (4 -3) . 
وهکذا ء فان > غير يست . 


في ویک لدينا مم9 »= ددوطول کل دارة بسيطة لایقل عن 4 . فاذا کان دا 
مستوبا . فان 2m > 4f‏ . وان 5= بموجب صيغة أويلر . ولكن هذا يؤدي الى 
(465 < (200. . . وهو آمر مستحیل . لذ لك . فان دا کا غير مستو . 6 


ان للبيانين ۸ و ویک أهمية كبيرة في دراسة البیانات الستوية كما سنری ذلك 
في البند اي . 


نتیجا _ 4 - 5) 0-7 . والذي عدد رو وسه لايقل عن 4 . 
. ان يحتري على أربعةرؤوس على الق لکلمنهم بد رجةلاتزيدعلى 5 


البرهان : يكفي أن نبرهن على ان کل بیان مسو أعظمي 0۰ الى عادر n‏ 
لايقل عن 4 . بحتري عل أربعة رزوس على الاقل كل منهم بدرجة لاتز يد على و . 





لنفرض ان عدد حافات 0 هر ور . لا کان م . مجموع درجات رؤرس 6 ۰ 
يساوي ضعف عد د الحافلت ۰ [ بموجب المبرهنة 2 (1- !)]. وان 


m= 3 n - 6‏ 
بموجب النتيجة ره ی . فان 


6n — 4( + 43).‏ = 12 ے 6 2m‏ = م 


وبما ان © أعظمي ران 4< ١‏ . فان درجة کل رأس في ى لاتقل عن د . وعلیه . فان 
هنالك على الاقل أربعة رؤيس بد رجة لا تزيد على .8 
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و ات 


تمارین (1-4) 


1) أعد رسم البيان المعطى في الشكل (4- 3) بحيث يصبح ر۴ الوجه الخارجي. 
2) برهن على أنه اذا كان نانا مستويا عدد رژوسه م وعدد حافاته 7 وعدد آوجهه 
۱ ۲ : فان ۱ 
1٠‏ + ۷ < ] + 10 - ۲ 
(3) اثبت النتيجة (4 -3) . 
(4) اثبت انه اذا كان 6 بيانا بسيطا مستویا خالیا من البرازخ والثلثات . فا 
,(2 - 2)6 > 10 
حيث ان 2 عدد رژوس © وان 7 عدد حافاته . 

(5) لیکن ن بيانا بسيطا متصلا مستويا تكعيبيا ر أي درجة کل رأس فيه هي 3 ) 
عدد رؤوسه « . فاذا علمت أن عدد الاوجه التي طول تخم کل منها ¡ هو ۵ . 
فائيت ان 

1 


< (6 ۱۵, = 


3 2 ۱ 
حيث ان | هوعدد الحافات في أطول تخم للاوجه . 
لاحظ ان البرزخ . ان وجد . یعتبرمن ضمن تخم الوجه الذي بقع فيه وبحسب 
مرتين في طول ذلك التخم . [ تلمیح : استعمل البرهنة 1١‏ ) وصيغة 
أويار ] . 
) ' 6) جد بیان بسيطا متصلا مستوبا عدد رژوسه 8 بحيث ان البيان ا مم ى 6 یکون 
مستوباً : [ تلمیح : خذ ى مستوياً أعظمياً ] . 
(7) يعرف خصر رر زی بيان 6 بأنه الطول لأقصر دارة في ت . اذا كان 6 
بيانا متصلا مستويا خصره ع . حيث2 <2 . وعدد رؤوسه . وعدد حافاته 
م ۔ وبدون برازخ . فأنبت أن 
.)2 - ماع > )2 - 1902 
(*8) برهن على ان في كل بیان مستو يوجد رأس , آووجه © . واحد على الاقل . 


بحيث ان 


۸۱۷ >3 . (> 


حيث ان ( ۶ )م هو طول تخم الوجه ۲ 


۱:۹ 


) Kuratowski‘s Theorem ) مبرهتة كورتوفسكي‎ ) 2-4 ( 
۳ 


3 سوف نرکز اهتمامنا في هذا البند على اثبات مبرهنة كورتوفسكي المشهورة والاساسية 
في تمییز آلبیانات الستوبة عن غير الستوية . ولاجل ذلك نحتاج قبل کل شيء لبعض 
٠‏ التعاریف والنتانج الأولية . 


بقال اراس × في بیان متصل و انه رأس قاطع ( ۷۵۱۵ - ادها أونقطة مفصلية 
articulation point)‏ ) اذا کان البیان ۰ب ى . الناتج من 6 بازالة الراس ۷ 
مع كل الحافات الواقعة عليه غير متصل . 


وبقال لبیان متصل انه قابل للانفصال للانفصال ( 56027۵016 اذا احتوی عل رأس قاطع . 
كما ویقاك لبيان متصل انه غير قابا انه غير قابا للانفصا ل non - separable‏ (( أوثنائي الاتصال 
biconnected (‏ ( اذا م يحتوعل راس قاطع . فلا . البيان,6 في الشكل (4 -4) 
هو بیان قابل للانفصال وان اراس ۷ هو رأس قاطع . أما البيان © فهو غير قابل 
للانفصال . 





۱: 


اذاكان ۷ رأساً قاطعاً في بیان قابل للانفصال © وکانت © مركبة في ۷ - 6 .فان" 
البيان الجزئي الناتج من © باضافة الرأس ۷ مع كل حافات 6 الي تصل رأساً في © مع 
الرأس ۷ بطلق عليه قطعة ( piece‏ ) ليان القابل للانفصال © نسبة للرأس القاطع ٦۷‏ 


مبرهنة (4 -2): یکون الرأس ۷ راسا قاطعاً بیان بسیط متصل © عد درژوسه 1 4 
حیث3 < < اذا واذا فقط وجد في ی رأسان 0 وس بحيث انكل درب يصل 9u‏ ۷ 
یمر بالرأس ۷ . 


البرهان : اذاكان ۷ رأساً قاطعاً ء فان 0-۷ غیرمتصل . لتكن ,1 ور11مرکبتین في 
« - 6ء وليكن نا رأساً في ,11 .وت رأساً في11واضح ان کل درب بين نا و۷ في 0 يمر 
بالرأس ۷ . 

من جهة اخرى . افرض أن هنالك رأسين د ورم في 6 بحيث ان کل درب بينهما 
يمر بالرأس ۷ عندئذ . لايوجد أي درب بين دا و« في البيان 0-۷ وعليه. فان ٠‏ - 6 
غير متصل . ولذلك فان ۲ راس قاطع .۾ 


لاجل السهولة . سوف نرمزللدرب الذي يصل بين الرأسين دا و " بالرمز[ ۰۷ ] ۴ 

واذا كان طول الدرب هو فسنكتب [ . نا ] وهوفي الواقع الحافة[ ۰۰۷ ]. واذا كان 

P[u.w],P[w,v]‏ دربينءفان[ ۷ , w‏ ] ۳ + [8 ,نا ] هو مسار من ن الى پ 

یتکون‌من متتابعةحافات الدرب[ س , ن ] ۶ يليها متتابعة حافات[ ۷۰۷ ] . وهذا السار. 
يتضمن درباً بسيطاً ین ناو ۷. 


البرهنة الآئية ضرورية لاثبات مبرهنة كورتوفسكي . 
ميرهنة(4 - 3): [مبرهنة منجر- ديراك ( Menger - Dirac‏ ۰ )]: 
سج ا 


اذا کان( ۷ ۷۵۰۷۱۰۷۰۰ )- ۲*۱۴ درباًسيطاًيصل بين رأسين مختلفین ں۷٢‏ و ۷ 
في بیان بسیط غیرقابل للانفصال © عدد رژوسه 7 حيث أن 3 > n‏ «فانه یوجد في 6 
دربان بسیطان ۲ ہین ۷ و ۲ بحیث أن : ۰ 


( + )لاحظ انهيمكن تمثيل الد روب اوالدارات بمتتابعات لرژوسهافي حالةکون الیبان بيطا 
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)1( لا توجد رؤوس مشتركة بین ۶ , “8 ماعدا الرأسين غ7 و ۷۵ 
(2) اذا تتبعنا كلاً من P,P‏ من ۷ الى ۷ .فان أدلة رژوس ۳ التي تصادفها 
تكون بترتيب متزايد . 


چاج البرهان : لاثبات هذه المبرهنة نتبع طريقة ة الاستقراء الرياضي على 1 . 


عندما1 = .فان | ,۷۵۰۷ ] = ۲ .وفي هذه الحالة بوجد درب بسيط ۳ بین ,۷و ,۷ 
لايحتوي على الحافة [ ,۷۵۰۲ ] لان هذه الحافة ليست برزخا بسبب کون غير 
قابل للانفصال وان عدد رؤرسه لايقل عن 3. وعندئذ نأخذ[ ,۱۷۰۰۷ = "2 ايضاً . 


لنفرض الان أن المبرهنة صحيحة عندما يكون طول الدرب البسيط مساوياً ! ۴ :ونثبت 
أنها صحيحة عندما يكون طوله( 1 + ۲ )۰ وبذلك نفرض أن الدرب البسيط 


= (Vg ۰,۷,۷ e Vk لجعلا‎ ( 


هو بطول ( 1 + )). 


۱ 
دعنا نرمز ب ۰0۵ "0 للدربین البسیطین بین ں۷ و ,۷ اللذين بحققان شروط البرهنة 
بالنسبة للدرب البسيط ۷۵:۷1 ] ۴ = ۵ ونثبت وجود درین ۲ و ۴ بين ,۲ و 

رہ٢‏ یحققان شرطي المبرهنة . 

يجب ١‏ ن یکون هنالك درب بسيط 8 بين ,۲ و: ,۷ لایمربالراس :۷ لان غير 
ذلك يؤدي الى کون ں۷ رأسا قاطعاً بموجب البرهنة ( 4 - 2 ) . آخذین بنظرالاعتبار آن 
0 رأس الابتداء للدرب ۴ ٠‏ نفرض أن × هوآخررأس من رؤوس 8 دی بع 

غل السار 
”و + 0 + Q‏ 
والآن لدينا أربع حالات مختلفة نستعرضها فيما بلي : 
الحالة الاولى : ,۲ = ۷ . عندئذ يكون الد ربان البسيطان المطلوبان هما 
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الحالة الثانية  :‏ رب۷ = بن و 007 
أو "© ولكنه ليس في كليهما . فاذا كان ٣‏ في 0 


P =Q'[vo.w] . “ے٥٢‎ + ] با‎ 


واذا کان ۷ فى 0۳ . فاننا نأخذ 
[VV1] ٠ ۲ = Q"[ vo.w].‏ + ۵ < ۳ 


الحالة الثالثة : e‏ . في هذه الحالة 
یکون ۷ اما في “© آوفي “© . فاذا كان ۷ في ٩”‏ نأخذ 


P' = 0 ۶] ۳ = Q" [vow] + ۴] ری‎ 


واذا کان ٭ فی ٩۲‏ . نأخذ 
Q'[vy.w]+R[wvg,,] . P" = Q +n. ۰‏ دام 


الحالة الرابعة : الرأس س ينتمي الى © ولکن ,+۷ ۶ ۷,۰۷ عد ۷« . فی 


هذه الحالة بمکننا أن نکتب ,۷ = ۷ حيث 1 > و : ونفرض أن ,٠هو‏ آخر 

رأس ( آخذين بنظرالاعتبارأن كافة هذه الد روب تبدأ من ۷ ) مشترك بین م +Q",‏ 1 

والمحقق للمتباينةه > م .فاذا كان م" في 0[ انظرالشكلر ۾ - 5)] »نأخذ ` 

P' = 0 Q' + [Vg Vk, , ],P” = 0“ ] جرا ]۵ + م۷۵۱۲‎ R[ vg. ]. 
واذا كان م في /0: : نأخذ‎ 


= 0 ] vo. ۷۶ [ + Q[v, ی + “0 = "۳ ی‎ [ 


وبما أن هذه ه الحالات هي کل الحالات جن البرهنة صحيحة ات 


۱9۰ 





شكل (5-4) 


للد رب ۲ الذي طولهر ز + 1) . وبذ لك يتم البرهان .8 

واضح ان کون بیان ما مستوياً أوغير مستو لايتأثر لو قسمنا احد الحافات الى حافتین 
باد خال رأس جدید بدرجة 2 ۰ أو لو د مجنا حافتین بحافة واحدة بازالة رس درجته 2. 
هذه الفكرة تقودنا الى التعریف الاني : 
يقال لبيانين ۹ و أنهما متكافئان توبولوجياً ( homeomorphic‏ ) اذا أمكن تحويلهما 
الى بيانين متشاكلين بادخال رؤوس جديدة بدرجة 2 على بعض حافات أحدهما أو 
كليهما . فمثلاً ۔ البيان المعطى في الشكل (4- 6 )يكافيء توبولوجياً البيان التام ,>. 


0 


شكل (6-4) 


۱۵۱ 


ن الآن مهیزون لاثبات مبرهنة كورفوفسكي . 


سہ اسع وار عي روا كرد البيان ن مستوياً اذا واذ * 
فقط لابحتوي ‏ على بیان جرئی بکافیء ترولوجاً وآ ار Kg‏ 


فك البرهان :'* )واضح انه اذا كان © حعرباً على بیان جزئي يكافىء تربرلرجياً :16 أو 


۴.3 فان © غیرمسعو: لان كلاً من و و راو غير مستور بموجب النتيجة 
(4 - ۰])4 وأن البيان الذي يحوي على بيان جزئي غبر مستو بکون غير مستو . 


البرهان بالانجاه الآخر ۰ أي اذا كان © غير مستو › فانه بحتوي على بيان جزئي 


يكافيء توبولوجياً و أو K٠,‏ »مطول راکثر صعوبة ۰ وسیکون بطريقة الاسستقراء 
الرياضي على عدد الحافات . ویمکن أن نبرهن على العبارة المكافئة لذلك » أي :« اذا. 
كان 6 لابحتري على بیان جزئي يكافي توبولوجياً K,‏ او و وک فان بیان مستوه . 
.واضح ان المبرهنة صحيحة فيما اذا كان © مكوناً من حافة واحدة أوحافتين › أو 
ثلاث حافات ؛ ؛ وعليه نفرهن أنها صحيحة لکل بیان عد د حافاته أقل من " ء ونبرهن 
على آنها صحيحة لبيان عدد حافاته « . وھکذا نفرض أن © بیان عدد حافانه د 
ولايحتوي على بیان جزئي يكافيء توبولوجيا ,× أو ...>1 . سوف نثبت أن افتراض ی 
غير مستو يؤدي الى تناقض . 
واضح ان البیان 0 متصل › > لانه اذا كان غير متصل ولايعتري ۳ رژوس 
منعزلة ۰ فان عدد الحافات فيي كل مركبة یکون اقل من 0 ۰ وعند ئد تکون کل 
من مركباته مستوية » وهكذا يبح 0 موب .كذ لك ۰ يجب ب ان يكون 6 غير 
قابل للانفصال والا اصبح هستواً بعوجب فرض الاستقراء الرياضي . 
لتكن [ ».د ] حافة في ى » وليكن نج انان الاج من ن بازالة الحافة 
7 [ ۰,۷ ]. البيان '0 مستو » بموجب فرض تفر اه ايافي الا غفیت ان 
البيان .6 يحوي دارة بسيطة تمر بالزأسين ن. - .وا . .. بالطبع 0۳ 
هها : قابل للانفصال . أوغير قابل للانفصال . 
..) هذا البرهان هو لتقب ونعديل بيرج ( 80582 .0 ) لبرهان كورتوفسكي . 
۱۲ 





فاذا كان ى ظابلاً للانفصال ٠ ٠‏ فانه پوجد رأ قاطع 5 بحيث ان كل 
درب بين ا و ۷ يمر بالرأس ¢ نين ا هذا وروی الى ناس 


اذا ازلنا > مع كل العافات ارا عليه لحصل على مركبين فقط » وهذا 
يعني ان هنالك في 0 قطعتین فقط رب و ٣,‏ نسبة الى الرأس القاطع © ۰ 

حيث ان ,© "هي القطعة التي تحتوي على الرأس با و رن التي تحتوي على س . 
يكن ,© و .© هانین ناتجين من .© و ۲ باضافة الحافتین ۷,۰7 ] و 
e]‏ ۰ء على الريب . لما کان 6 #بحعوي عل بيان جزئ ئي يكافيء توبولوجیا 
وگ او دوک فان ۰ كلا من 0 وب لايحتوي ايضاً على مثل هذه البیانات 
الجزفیةاویمااناعد دحافات کل‌من ,"© و ,6 أقل من تھ؛ فان کل منهما مستوء 
بموجب فرض الاستظراء الرباضي . وباستعمال اسقاط استيربوغرافي مناسب 
نستطیع ان نغمركلاً من :۲۳ و .© في المستوي بحیث ان الحافتین [۵, ۷ ] و۰ ,۱۷ 
على الوجه الخارجي لهما » ؛ على الترتيب .فاذا وصلنا الرأسين ں و ب بحافة[ û lu, W‏ 
واقعة في الوجه الخارجي » > نحصل على غمر للبیان 6 في المستوي » > وبذلك > 
فان 6 صمتو ۰ وهویناقض افتراضنا انه غير مستو : وھکذا » نستنتج انه لایمکن ان 
یکون ن قابلاً للآتقصال . اي يجب ان پکون '6 غير قابل للانفصال .وعلية › 
بموجب برهنة منجر - دراو بوجه في 0 دربان بسیطان بيسن w Ju‏ 
لاپشعرکان في أي راس غير النهایتین* نا و ۷ ۰ اي ان هنالك دارة بسيطة في بن 
#عمري عل u‏ و ۷ .وسنبت أن وجوڈ “همه الدارة يؤدي الى تناقض لفرضنا 
ان 3) ظير مستو . 


لفك © دارة بسيطة تمر بالرأسين 8 و« في ای بحيث انها تضم في 
داخلها اكبر عدد من أوجه ی الخمور في المستوي .دعنا نختر اتجاها كفا , 
مثل الاتجاه المعاكس لحركه عقرب الساعة › اللدارة © بالطبع ٠‏ © تقسم 
المستوي الى جزئین : الجزء ال اخلبي المحاط ب © والجزء الواقع حارج ع . حافات 
ا الني تقع في الجزء الد الي نکون مع رؤوسها ان جرا يطلق عليه این الد اخلي 
۱ وحالات 'ت التي تقع في الجزء الخارجي تكون مع رؤوسھا بيانا جزلیا بطلق عليه 
البيان الحخارء متلق عل کل مرب ليان الداعلى اليه الیل عل 
مرکبة بیان الخارجي قطعة خارجية . > نسبة للدارق ح 


ler 


نفرض ان 6 مغمور في المستوي بشکل لایمکن معه تجویل أية قهزمة خارجية 
الى البيان الد اخلي دون احداث تقاطع بين بعض الحافات ٠.‏ 


سنرمز للدرب البسیط من الراس نا الى الرأس س من الدارة © . باتجاه 
معاكس لحركة عقرب الساعة . بالرمز [ «. د ] ۳ . بالطبع [ نا.س ]۶ هوذلك 
الجزء من © من الرأس س الى الرأس ى باتجاه معاكس لحركة عقرب الساعة 
وبذلك .C=P[u.w] + P[ w. u]‏ 

کل قطعة خارجيه لایمکن ان تشترك مع[ س .نا ]۴ او [نا. «] ظ بأكثر 
من رأس واحد . لان غير ذ لك يؤدي الى تكوين دا رة بسيطة تمر بالرأسين نا وس 
وتحتوي على عد د اکبر من اوجه ان فى داخلها .ولا کان © غير قابل للانفصال . 
فان كل قطعة خارجية تشترك برأس واحد فقط مع الدرب ربا ن)8 وبرأس 
واحد فقط مع السدرب(ں ,۳)۷ حیسٹث إن( س .ن ) ۶ هو الدرب الناتج 
من [#.ن]م بحذف الرأسين ن و س . وبالخل نعرف (ن.س)م .من 
جهة اخری . فان هنالك على الاقل قطعة واحدة خارجية وقطعة واحدة داخلية . 
لان خلافذ لك یجعل 0 مستوباً .لتكن . ع قطعة خارجية . وليكن ٥‏ الرأس 
المشترك بين ع والدرب( نا. ۶)۷. وط الرأس المشترك بين ع ورس.ه)(. 

من الواضح ان كل قطعة داخلية تشترك مع > برأسين على الاقل أكون © 
غير قابل للانفصال . كما ان هنالك على الاقل قطعة داخلية واحدة تشترك مع كل 
من ( ۰۷ )۳ و (1. ۳۱۷ برأس واحد على الاقل . لان خلافذلك بجعل 
0 مستوباً . اضافة الى ذلك . اذا كان لکل قطعة داخلية من هذا النوع جمیع 
رژوسها المشتركة مع © واقعة كلها على ( ۳۱۸۰۵ أركلها واقعة على رج ا ٠۲)‏ 
فانه یمکننا تحويل القطعة الخارجية :1 الى داخل © مما يناقض افتراضنا . 


۱ لذ لك یوجد على الاقل قطعة داخلية واحدة : 1 . تشترلمع C‏ ا 
کا ٠‏ متناوبین مع 5 . بترتیب ۔ مغل 0.0 .عم باتجاه معاکس 
لحركة عقرب الساعة : وتشترك مع كل من الدريين س )ئل ( ۰ ۷) ۶ہ راس 
واحد على الاقل .وعليه . يمكن تغطية كل حار ٠‏ وقوع هذه الرؤوس على © 

بافتسسراض وجود أربعة رژ وسن . مضل اجه .مشتركة ين ح و[ 


بحیث ان : 


٥ 




















u),‏ دا ان b) deP(b, a) , eeP(u,w).,‏ بوطعم 
حيث ان الرمز » يعني ١‏ « ينتمي الى » واضح انه لايمكن ان یکونل = » e=f,‏ 
ولکن يمكن ان یکون لدينا ۴ = ۰ . «C= f‏ الخ .وهكذا ستتأمل فيما يلي 
كلاً من هذه الحالات . 
(1) اذاكان احد الرأسين © وك على الدرب ( :۱ ) ۴ والاخرعلی الدرب 


.P(w, u)‏ وليكن 


ceP(w.ıu) , deP(uw), 


فعند تذنأخذ م = وع = ل.هذ والحالةتؤد يالى وجودبيان‌جزئي‌في ن يكافيء 
توبولوجياً , ,16 [ انظرالشکل (4 -7- ])] .وهذا یناقض الفرض . 


2 اذا کان کل من ے و و على (۶)0.۷ .فعندئذ یمکننا ان نفرض 
۾ = دلانه اذا كان ۾ ع ؟ نحصل على الحالة () لکوت )wu(‏ ° ] . 
لکن‌اذا كان و ۲ .فاننا نجد أيضاً ان هنالك في ی بان جزثاً يكافيء 
توبولوجا. ,> انظر الشكل (4 - 7 - ب )] لنفس السبب: يمكننا التخلص من الحالة 
التي فبها > وك واقعين على الدرب (د.») م 


(3) اذا كان با = e‏ و ۷ ع ل .مثلاة (سن)م م4 .فاننا نحصل على ٠‏ 
بیان جزئي يكافيء توبولوجياً .و [ انظر الشكل (4 - 7 - ج ) ]. وهذه الحالة 
تناقض الفرض أيضاً . ولنفس السبب نتخلص من الحالة التي فیها ۷ عو 6 ,۷ عد . 


(4) اذا کان ن = c>‏ وس = 0. فیمکننا ان ففرض مب عوج = . لانه اذا لم 
يكن كذ لك فسیکون لدينا اما الحالة (1) او الحاله (3) ۰ وهنا لدينا E‏ 


() اذا کان أحد اند روت التي تصل الرأسين م وم يشترك مع أحد افورت 
التي تصل الرأسين » و ل باکثر من رأس واحد في 1 > فعند ذلك یکون في . 
ی بيان جزئي يكافيء توبولوجياً .12 [انظرالشكل (7-4 - 15]. 


رب ) اذا کانت کل الدروبه التي تصل الرأسين ۾ و وتشترك برأس واحد 
فقط مع کل الدروب التي تصل الرأسين ء و 4 في 1 000 
© بیان جزئي يكافيء توبولوجیا ,× [ انظر الشکل(4 - 7-ه 
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0٦ 


يناقض فرضنا 00 یتم البرهان 5 


ملاحظة : في الشكل (4 - 7) :لاحظ ان الرؤوس المحاطة بد واثر او مربعات 
صغيرة هي الرژوس الرئيسية ( اي التي بدرجة 3 اواکٹر) للبيان الجزئي الذي 
يكافيء توبولوجيا د.دک او ی . 





هنايك العديد من البرهنات التي تعطي شروطاً ضروربة وکافیة لكي یکسونر 
بیان مامسٹوباً . وسوف نثبت أحدهما فيما يلي ونستعرض بعضاً منها في أماكن اخرى 


من هذا افصل . 


هنا نحتاج الى تعریف مفهوم الانکماش ‏ . ررمزامءوجادہہ ١ط )۱‏ . انکماش 
علا ييا د و رت دو [“.نا] دعا .من ی ثم تطابق 
رأسيها ٩.‏ دا و 7 . بحيث ان الرأس الناتج . " . بقع على كل الحافات التي 
كانت واقعة على د أو ٠‏ ماعدا الحافة ٠‏ [ انظرااشکل 8-4 ] . يقال ان 
© قابل للانکماش contractile)‏ الى نی ( أو 6 هرمكمش 6 ) 


اذا امکن الحضول على .ن من ى باجراء انکماشات متعاقبة لبعضی حافات 
0 


۷ 
u 6 


شكل (8-4) 


مبرھنة (4- 5) : يكون البيان 0 مستوباً اذا واذا فقط 0 لايحتوي على 


بيان جزئي قابل للانکماش الى _ یک ای ےن کا 


33 . 





عه عافات : ١ H‏ لني تقع عل الرؤوس ببدرجة. 2 . . نجد مباشرة أن 7 قابل 
للانکماش الى Kٍ‏ أو كا 


من جھة أرق ھت تر يحتوي على بيان جزئي .. 1 . قابل 
للانکماش إلى یا ونبرهن على أن 6 غیرمستو. لیکن » رأساً في رما 
H, aos‏ الى H‏ ىہ (9-4) ]۰ 


بقع الرأس ٠‏ على. ثلاث حافات ۴2۴ في 7 7 . وهذا يعني انه 
عند ما نعبر هذه الحافات حافات في H‏ فانها تقع بالترتيب على ثلاثة رژوسس 
Vv 0-0‏ ( قد لاتکون مخیلفة ) في ۰ . اذا كانت الرژوس ۔ ۷۱۰۷۰۷ 
مختلفة . فانه يمكن ایجاد رأس. ۲× في ,ا مع ثلائة دروب من . س آل هذه 
الرؤؤس وهي لاتشترك في اي رأس غير ٭ [ إنظر شكل (4 -9 أ . أما اذا 
كانت بعض الرؤوس الو غير مختلفة ٠‏ قل مثلاً ولا ولا ع تب 

فهندئذ نأخذ د = ,70 ۷۔ ويكون هنالك درب من س الى د۷ في ,1 
ب . یمکننا ان نضع الرأس 5 مع الدرب اوالد روب الخارجة منه بدلاً عن 
۸ . اذا استمرينا بهذا التركيب لکل الرؤوس الاخری في ` K5‏ ثم وصلنا 

الد روب الناتجة بالحافات القابلة لها في ‏ د .د۴ ۔ ينتج بیان جزئي من ہر 
بكافيء توبولوجيا و وق > وعلیه :فان 6 غبر مستو بموجب مبرهنة كو رتوفسكي 


9 
€ 


بمناقشة ممائلة يمكننا ان نثبت انه اذا احتوی © على بیان جزئی ۲ قابل 
للانكماش الى +1 . فان © غیرمستو . وقد ترك البرهان كتمرين للطالب[ التمرين 
0 من مجموعة تمارين . (4 -2 ) ۲ 8 


10۸ 





شکل 4۱ 9( 


تمارین ( 4 - 2 ) 
۱ برهن على أن البيان غير القابل للانفصال . © . يكون مستويا اذا واذا فقط 
كل قطعة منه بالنسبة لرأس قاطع ١‏ هي مستوية . 
| تلميح :.إثبت أولا انه يمكن غمر © في المستوى بحيث أن ۰ واقسع 
على الوجه الخارجي . ] : 
)2١‏ إستعمل مبرهنة كورتوفسكي لاثبات ان بیان بیترسن غير مستو . 
3۱ إثبت أن التكافؤ التوبولوجي هوعلاقة تكافؤية . 
رو اذاكان ,6 و د© بيانين متکافتین توبولوجيا ۔ وكان عدد رژوسهما ` ' 
به و ره . وعدد حافاتهما," و ر .على الترتيب.فائب ت أن ,ص = ,8 2 
)5( ایت أنكلاً من ۱ جک )۱ و 1:۱ )1 غير مستو . ۱ تلميح : ایت ان 
۱١۴١۱ ۰۱٤۴۱‏ يحتوي على بیان جزئي يكافيء توبولوجياً , ,ا 
وک على الترتیب . ] .0 1 
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)6*( لیکن 0 ياناً سیعاً . اذا کان 6 قير سو > فالیت أن (0) 1 غبسر 
ستو أیضاً . افاکانذ ى تب فهل من الضريري نیون )1 
مستویاً ‏ 
(7*) ایت انه اذا ای بیان 6 عل باه رزیل ناش الى .کا > فان 
وو بیان یر مجر ۱ 


ین زد ا ھی لی یئ قي ےو مین ہیی 
ا - 
Kw‏ و وا K..K, . (b)‏ . ها 

۱۱ Wr..Ku. )0( ns. بیان بیترسن‎ 


. بان بيترسن .۷,۰ () 


8 3) ) السطوح الغلقة الموجهة( Oriented 1٥٥٥4 Surfaces‏ اض 3چ 
سس« 


لكي یفھم القاريء موضوعي الجنس وغمر الببانات فيي السطرح الوجهة . يحتاج الى 
معرفة القصود بالسطوح الغلقة الوجهة . لذ لك : نعرض في هذا البند ۰ بشکل صوري› 
نبذ ة مختصرة لبعض الفاهیم المتعلقة بالسطوح . التعا ريغيو الرياضية الد فيقة هذه الفاهیم 
تتطلب معرفة بعض الفاهیم التوبولوجية. . 


r 


السطح الكروي موسطح علق :وقد لك سطع الظرة . اما الستوي فهوسطح مفتوح 
وکذ لك شربط موییّس ( Mobius strip‏ ) ايقن في (ط) من الشکل (4 - 10) . 
لاحظ ا ر و سای سمل در 
مثلا) بحيث يتطابق السهمان بعضهما على بعض [انظر رد) من الشکل ر4 - 10 )]- أي 
تنطبق النقطة ۸ على النقطة © . وتنطبق التقطة رز على 8 . 


یعرف السطح الخلق توبرلرجياً على اند موه - 2 مرصرص اماس -2 سعوسيه ) 


٠0 





(a) 


کیا (10-4) 


ليكن 5 سطحاً . ولنفرض اننا رسمنا حول كل نقطة علی 5 (ماعد ا النقاط 
الواقعة على تخمه . . إن وجدت ) منحنياً بسيطاً مغلقاً صغیراً وعينا له اتجاهاً محد دا 
( اما باتجاه حركة عقرب الساعة او بالاتجاه المعاكس ) . عندئذ . يقال ان ي 
موجه أوقابل للتوجیه ) orientable‏ ) اذا امكن اختيار الاتجاهات لهذه المنحنيات 
٦‏ طط و > القريبة قرباً كافياً عن بعضها یکون لنحنیاتها 


نفس الاتجاه . فمثلا . السطح الكروي هو سطح موجه . وكذ لك الطرة . اما شريط 
2+“ 
مما تقدم نستنتچ تج ان الكرة والطرة سطحان موجهان مغلقان . 


والان نبين بطريقة صورية كيفية الحصول على سطوح مغلقة موجهة اخرى . وذ لك 
بربط مقابض ( handles‏ ( بالسطح الكروي . تأخذ علي سطح الكرة قرصين 
دائريين مغلقین منفصلین ونعين لتخمیهما نفس الاتجاه ( مثلاً . باتجاه حركة عقرب 
الساعة ) . ومن ثم نرفع مابد اخلهما فيتكون لدينا ثقبان على السطح الكروي لهما 
تخمان موجهان بنفس الاتجاه. كما هو مبين في إن من الشكل (4 ۱۱) 
بعد ذلك نأخذ اسطوانة منحنية [ كالتي في (b)‏ من الشكل (4 ۱۱۱ ]وشت 
على طرفيها الاتجاه نفسه الذي عين لتخمي الثقبين . واخیرا . نربط طرفي الاسطوانة 
بالثقبين الموجودين على سطح الكرة بحيث ينطبق طرفي_الاسطوانة على تخمي الثقبين 
مع المحافظة على الاتجاه نفسه . كما هومبين في (۵) هن الشكل 4 ۱۱ 
السطح الناتج هذا هو سطح كرة مع مقبض واحد کو یی مو ر 
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م ١١‏ نظرية البيانات 


(b) 





(a) 


شکل (4 -11) 


٤۷ھ‏ ا ا ا ٭ وت 
تحصل عل ئا مريوط ھا 7 بن قاق 


ندون الآن البرهنة الآتبة بدون ذكر برهانها . 


مبرهنة : ٠‏ كل سطح مغلق موجه يمكن الحصول عليه من السطح الكروي بربط 
عد د معين من المقابض بالطريقة التي ذكرت فيما تقدم . » 


. يعرف جنس (86705 )0 السطح الغلق الوجه »5 بانه عدد المقابض التسي 
,تربط بسطح كروي للحصول على 5 . فمثلا ء السطح الكروي هو سطح جنسه 
صفرء والطرة هي سطح جنسه 1 ٠‏ والطرة المزدوجة (ونمهغءاطنه4) 
المبينة في الشكل (12-4) هي سطح جنسه 2 ء والسطح البین في الشكسل 
4 - 13) هو سطح موجه جنسه 4 

نكتفي بهذا القدرمن الشرح على السطوح الغلقة الوجهة » ویمکن للقاريء الراغب 
في 0 4 بعض كتب موضوع التوبولوجیا . 


عور 


۲ 





شكل (4 -۱2) طرة مزدوجة 





شكل (13-4) سطح جنسة 4 


*(4 - 4 )الجدس والسمك وعدد التقاطع 


نشرح في هذا البند ثلاثة لامتغیرات بيانية لبيان » ۰ وهي الجنس ( ودادهع the‏ ) 
(the thinckness) dally‏ وعدد التقاطع crossing number)‏ ) . الكثير من 
القضایا والسائل في هذه الواضیع غير حلولة لحد الآن ۰ وا محلول منها هو لبيانات خاصة 
مثل البيانات التامة والثنائية التجزئة التامة والتكعيبية . كما أن معظم النتائج العروفة لها 

براهین مطولة ومتعد دة الحالات . وعلیه ۰ سوف لانعطي براهین بعض تلك النتائج 
ونكتفي بذکر نصها اتماماً للفائدة . 


سوف نقسم هذا البند الى ثلاث بنود جزئية وفقاً للمواضيع الثلائة التي يتكون منها . 


۱۳ 


(1-4-4) الجنس 





لقد لاحظنا في الفصل الاول انه يمكن غمر اي بیان في الفضاء الاقليد ي الثلائي 
الابعاد. 23 . وان كل بیان مستو يمكن غمره في سطح كروي . ولقد لاحظ كونيك 

Konig (‏ ) أن کل بيان يمكن غمره في سطح قابل للتوجيه . ویمکن اثبات صحة 
ذلك بسهولة . فاذا كان 6 بیان مرسوما على سطح كروي . وکان هنالك تقاطع بين 
حافتين * و © . فعندئذ يمكننا ربط مقبض بالسطح الكروي . . ورسم ,© 
على سطح المقبض وابقاء ٤:‏ مرسوماً على السطح الكروي مارا تحت المقبض . وھکذ ا 
يمكزربط السطح الكروي بمقابض لايزيد عددها على عدد التقاطعات بين الحافات . 
وهكذا يمكن غمر 0 في سطح مغلق موجه جنسه ہز لايزيد على عدد التقاطعات بين 
الحافات . 


ولقد ذكرنا في البند (۱ 7) غمر بعض البيانات غير المستوية . مثل ...ا 
.یگ یگ یک یکا . في سطح الطرة . يطلق عادة على كل بیان يمكن 
غمره في سطح طرة بيانا طریاا ((م2تع (۱0:۵:۵۵) . وهكذا. فان البيسانات 
ک کبک هي بيانات طرية . 


من الطبيعي ان نسأل عن أقل عدد م بحيث یمکن غمر البيان في سطح موجه 

جنسه ٦‏ . ولاجل ذلك نعرف جنس البیانٍ 0 على النحوالاتي : اذا امكن غمر 
البيان © في سطح موجه جنسه ع ۾ ع ولايمكن غمره في سطح جنسه راغ 
فيقال ان جنس البيان :» هو ± . واضح انه اذا امكن غمر البيان في سطح جنسه 
ع .. فيمكن غمره ابضاً في سطح جنسه + ۲۶ > 1. اما العکس 
پرمز لجنس البیان 6 بالرمز ‏ (6)اع . واضح أن مات نج اذا واذا 


فقط ن بیان مستو . كما ان البيانات المتكافئة توبولوجياً لها نفس الجنس . وان جنس 
اي بیان لايزيد على عد د التقاطع [ انظرالتمرین )4( من مجموعة التمارین || 6 


يمكن تعميم صيغة أویلر لبیانات ذات جنس E‏ . كما هو مبين في المبرهنة الآنية 
التي تعود الى أويلر. والتي نذ کرها بد ون برهان . 


14 


مبرهنة (و-6) : اذا کان 6 بياناً متصلاً جنسه ع . وعدد رژوسه 7 
لت ص۰۰۳ :8 ۰ 
وعد د حافاته ص وعد د أوجهه ( عندما يغمر في سطح موجه جنسه ع ) “f‏ 
فان 


(3-4)... (م -1 )2 د ۲ + 1 < ۲ 


[ يمكن الاطلاع على البرهان في الصدر (13) ] 


من المبرهنة (4 -6) نستنتج العد يد من النتائج الباشرة . 
نتيجة (6-4) : لیکن 0 بياناً متصلاً عد د رژوسه م وعدد حافاته 10 





وجنسه ع . عندئذ : 
(أ) اذا کان کل وجه فی © مثلثا . فان 
۰ )28 + 318-2 = 10 
ب) اذا کان کل وجه في 0 شكلاً رباعياً . فان 
mM = 218-2 + 28( ۰‏ 


/ 


البرهاد : 
وبالتعويض في الصيغة (4 3)ء نحصل على العلاقة المطلوبة . 


وہالمٹل ۰ يمكن اثبات الفرع (ب) وقد ترك تمريناً للطالب .8 


نتيجة 24( : اذا كان 6 بياناً بسيطاً متصلاً عد د رؤوسه 0 وعدة 
حافاته ص . فان 


1 1 
کر کے وت وت 
واذا لم بحتو 6 عل مثلنات . فان 
1 
1 + وت - 10 gE (O)‏ 


2 کو ہے 


البرهان مباشر ويترك تمريناً للطالب . 


ان ماهو معلوم من جنس بیان كيفي قلیل جداً . ولکن هنالك صیغ تعطینا الجنس 
لبيانات خاصة ٠‏ مثل ‏ ,© .رگ ,یک . والطريقة التبعة لایجاد تلك الصیغ هي 
استعمال النتیجة (7-4) للحصول على قد أدنى ۰ ثم محاولة اثبات وجود سطح 
رھ 


جنسه يساوي ذلك القيد الاد نى ویمکن غمرالیان الخاص فيه . ويتم ایجاد ذ لك السطح 
بطريقة تركيبية . ولهذ ۰۱ فان طريقة اثبات أن القيد الادنی هو آیضا قید. أعلى مطولة 
جد أ ومتعد دةالحالات 5 


اذا كان × أي عدد حقيقي . فاننا نعرف [*] بأنه اکبر عدد صحيح 


لايزيد على < کے و -[4].كما نعرف ‏ 
( «) بانه أصغر عد د صحيح لايقل عن ×. فمثلا فمٹلا 
ہے 4/3 .4= 10/3۱ 54 5۱ 1 
یمکن ان نثبت بسهولة انه اذا كان »× و ل۷ عددین صحيحين موجبین . فان 
(1(/18[......)4-4 - بر )] = ارد 
مبرهنة (7-4) : لكل عدد صحیح موجب 7 . تچ ا وف 
سيت 


1 
),( ح‎ 4 -- 2 0 
E(K,) 4 3)(n 2 


باستعمال النتیجة(4 - 7 ). نستنتج مباشرة أن 
۱ 
۱ . ھ-ہی(3-یص ود 


وفی سنة 1890 ۰ تکهن العام هیوود ( 11020004 ) أن العد د 


1 
e‏ 
هوأيضاً قيد أعلى ل ( ,12 ) ع ولكنه لم يتمكن من اثبات ذلك . وفي سنة 8 . أثبت 
العاطان رنکل ( Ringel‏ ) ویونکس ( وع داولا ) صحة تكهن هيوود . ولا كان البرهات 
مطولاً فلا نذكره هنا . ویمکن للراغب الاطلاع عليه في الصدر [ 5 ]. 


بالنسبة لجنس البیان الثنائي التجزئة التام ...کا . فقد أثبت رنکل (سنة 1965) 
المبرهنة الآتية : 
مپرهنة(4 8): : لكل بيان ثنائي التجزئة التام ہرک .2> مس لدينا 


Kt = EAS 


1 
لن نذکر برهان هذه الرهنة هنا لکونه مطولاً جداً . 


4 


۱۹ 


(2-4-4) السمك : 


يعرف مك بيان ى بانه العد د الاصغر من البيانات الجزئية المستوية التي اتحادها هر 
a 6‏ . واضح أن ج ع فقط 





زره .كماأن 2 = (,1) 0و2 = رو ,1 ) 0[انظرالشکل(4 - 14( 
و۷ ر۷ ۷ 
و وگ 
ولا ولا U,‏ 
شکل (4--14) 
ہما ان عد د حافات البيان المستوي الاعظمي الذي عد د رژوسه م هو 
6 - 30) فان لكل بان 6. 
1۳ 
حيث ان ہر عدد رژوس ی و م عدد حافاته .وما دام 0 عددا صحیحا موجبا ۲ 
فان 
m‏ 
(4- 6 )... ۱ ےا > (0) 0 . 
وباستعمال العلاقة رھ _ ۾ ) نحصل من ره 6 ) على 
m + 3n 2 7‏ 
(4- 7).. کے ۳ ۱ > )0(6 


هذه الصيغة تعطینا القيد الادنی لسمك اي بیان . ژھما بدهشنا ان هذا 
القيد ١‏ الادنی هو ايضا القيمة المضبوطة لسمك بعض البيانات 2 
مبين فيما يلي . 


۱ 


8. 


بما ان عدد حافات ,× هو ۳-1(/2) ".فانه بموجب العلاقة (4 - 7), 


يكون لدینا : 


n(n ~1) + 6n - 4 n + 7‏ 01 
(24 8)... [ نت | = کڑے وہ6 ذه ( 


مبرهنة (4 - 9) : اذا کان 
RAKE‏ 
6),n #9‏ 200 )4 لچ n‏ 
فان 


1+7 ]ل 
(4- 9)... ۳ 6 | = 01 


عندما زی هوم ) 4 = م ٠‏ الصيغة (ه - 9)قد تصح اولاتصح . 





كما وجدنا في العلاقة ره -8 ).فان [7(/6 +۳:)] هو قيد ادنی لسمك 
K,‏ » ولکن البرهان على ان هذا العد د هو نفسه قيد اعلى مطول ومعقد »ولذ لك 
فقد فضلنا عدم ذکره هنا . 


اما سمك البیان ,ماس فقد درس من قبل العلماء Moon‏ و Harar:‏ و 


4 في السنوات 6و1 .. 1964. وتلخص نتائجھم ثي " .هد‎ Beineke 
. التالبة‎ 


مبرهنة (4 - 10) : 
س 


۹ =| mn 
2)۳8 +8 2( |: 


عدا عندما م > ص وص فرد ي » وبوجد عدد صبحیح ۲ بحيث إن 
n = ] 21 (m - 2(/ 5 - 2([‏ 
يترك البرهان لصعوبته. 
نتيجة (4 - 8): 
[(n + (4 7‏ - (یکا) 9 


البرهان : بموجب البرهنةر 10-4).» 
ہے فو = (, ,16 ) 0 
4(n -1)‏ 7 


۸ 








n? + 4n — 5‏ 
ات ۲ ئا 
[(n + (1.‏ = 
( 3-4-4) عدد التقاطع : 
س عي ع 


سبق أن عرفنا في الفصل الاول عد د التقاطع. > (0) « » لأي بیان 0 » على أنه 
أصغرعد دممكن لتقاطعات حافاته عند ما برسم ى في المستوي ۰ علماً بانەلایسمح بتقاطع 
اكثر من خافتین في نقطة واحدة. 


القيمة الضبوطة ل (0)× غير معروفة حتى لبعض البيانات الخاصة . ولكن هنالك 
قیود عليا لبعض منها ۰ ويعتقد بعض الباحثين انها القيم الضبوطة . وسوف نشرح عدد 


التقاطع لکل من بو ».بسک 


مبرهنة (11-4 : لكل د 4 < 8ء لدينا 
دس سس هک تج« 


عند ما ه زوجي , 4(/48 — 8) (2 - n(n‏ 
عندما 1 فردي ,1(/48 + مه 3()82 -ه)(1- )۱ ا 


البرهان : نأخذ قطعة مستقيم » ,1 في المستوي › ونقسم .1 الى رر )من الأجزاء 
التساوية بالنقاط ,۷ .... .7.2 ولتي ستمثل رؤوس البيان ,1 . نصل ٠ں‏ بكل من 
ال Vy Vs‏ بنصف دائرة مرسومة الى الاعلى من ,1 ۰ ونصل 7 بكل من 
رایت Vas Vso‏ ا 1 .وبصورة عامة » نصل ,۷ 
بكل من ر ,۰۰.۰۰۷ ۷+2۰4 بقوس نصف دائرة مرسوماً الى الاعلى (الاسفل) 
من 1ذ اکان جک ےھ 2 - م...., 1,2‏ ¡ » کماهو موضح في الشكل 
(4 - 15) 


یمکن أن نلاحظ من الشکل(4 -15 )أنه في حالة کون * زوجياً یکون عد د نقاط 
التقاطعات بین آنصاف الد واثر هو 
[2+1+..+(6-ه)+(5-ه)]+[2+1+..+(5-م)+(4-ه)] 
[(n-6)+(n-7)+..+2+1] +2[(n -7)+ (n —- 8) + ...+2+1[‏ 2 + 


+3 ])8-8( + )0-9(+ ..+ 2+1[ + 3[(n -9)+ (n -10)+ .. +2 +1} 


۱۹۹ 


حك 
n n‏ 
1( 2- $( +۱1 +2( 3-2( + 
و یں یں سر ۱-2 2 2)7 م) 
J i+ ¥ 1‏ : 3 = 
۱ 1 < ز i=1‏ 1 < ۲ 
2 2۱ 40 ۰ 
2 - 2 ه)ع در 
اعم 


= n(n - -م)2(2‎ 4( 8 . 





شکل 4۱ 15) علما بان ٨‏ زوجي 


ویمکن اثبات الحالة الثانية عند ما عدد فردي بطريقة مماثلة .ونترك تفاصیل 
البرهان تمريناً للطالب 9۰ 

وقد اثبت ا588 سنة ۱964 وجود قید اعلى آصغرمن ذلك المعطی في 
المبرهنة 4 ۰ ۱۱۱ . ومن المفید ذکره هنا في المبرهنة التالية بدون ذکر البرهان . 


ال 


مبرهنة (12-4) : لكل م4 < هم . لدينا 
سس وه و وس 0 
عندما 5 عدد زوجي ٠‏ مور زه - م)2(2 - مام 
عندما 9 عدد فردي. ‏ 3(2/04 - 1()۸- ظ) 


بخصوص القيد الاعلى لعدد التقاطع لبيان ثنائي التجزئة تام ۰ فلدينا المبرهنة الآتية : 


١) لي‎ > ۱ 


مرهنة (4 ۰ 13) 


کت لی یی شششت 


(r -r)(s? (و-‎ mM = 275 = و2‎  امدنع‎ 

۱ = .2۳ - 1 تچ ور +۲ ) 
"(Kn ( < 2‏ 
عندما و2 = 1,0 + 2۲ = Mm‏ ۲ کی ۲2 28 
عندما ]+256 +n‏ عور . 2 ۲2 


علماً ان. ا و5 عددان صحيحان موجبان . 


البرهان : الطريقة المتبعة في اثبات هذه المبرهنة تشبه لحد ما تلك التى اتبعت 
فى اثبات المبرهنة (4 ۱۱) . 


نأخذ على المحور - × النقاط ذات الاحداثيات السينية 2.....4.! 
ونأخذ على المحور_ لا النقاط ذات الاحدائيات الصادية ‏ ...12 . ونعتبر 
كلا من هذه النقاط رأسا .ثم نصل بحافات مستقيمة كلا من الرؤوس الواقعة على 
المحور -× بكل من الرؤوس الواقعة على المحور لا . كما هو مين في 
الشكل 4۱ 16). 

لما كان عدد تقاطعات الحافات الواقعة على الرأس الممثل بالنقطة ١‏ 
حث 3 < 1< ۴ ' .على المحور ١-‏ . مع الحافات الواقعة على الرژوس 
الممثلة بالنقاط ‏ ۱ -2...1ا .على المحور ١‏ ایضا .هو. 


[1+ 2+2 ند اد اج ات 8 ۲1 


فان مجموع تقاطعات كل الحافات مع بعضها هر 


1 5 
(را-۔م)+. + 2 + ۱ ۱ لا = 


۱۷ 





سوف نستخدم هذه النتيجة في اکمال برهان المبرهنة . 


اذاكان 2۳ - 17 ۰ زاخذ على المحور - < النقاط بالاحد اتیات السينية 
e DTD‏ د مو سے 
"۱" کان1چ 2۳ + ۲0 : ناخد على الحورد: النقاط بالاحد اثیات 


LISE OTT‏ ہے اتک پل( کلک کالب ره 


واذا كان25 = «. نأخذ على الحور ر النقاط بالاحد اثيات 
...112 = 2 سس رز( 1 -ع) ہی8 ہے 
واذا كان | + 25 = ۰ . ناخذ على الحور ل النقاط بالاحد اثیات 
(sl). =2 = 6+ 1(۰‏ ساود 


بأعتبار النقاط الواقعة على المحورين والمذكورة اعلاه رؤوساً . نصل بحافات مستقيمة 
.كلا من الرؤوس الواقعة على المحور × مع كل من الرؤوس الواقعسة على المحور ‏ ۰۷ 
فنحصل عل البيان الثنائی التجزئة التام SK‏ 
اذا کان :2 = ۳ .25 -0. نحصل باستعمال4۱ ٩‏ اعلى 


IA 


2 3 5 1 
سچغعا)ء- مد[ بعد تماد صا | 4 
۹۰ 


0 ۱ 0-0 ١ 


واذا كان +2 - ص .1+ 26 = 5. نحصل عل 


1 5 1 : 
۳۱ یک‎ | 4q OT ~rI.s(s + 1+2] 4 ۱۳ - ۵-۱ | 


وبالتبسنيط نحصل على 


۸ 


( ربكا )۲ 


n,n 


۱ لولم ۲۶ 
وبالثل ۰ بمکن اثبات الحالتين الاخریین . وبهذ ا یتم البرهان . © 
سوف نثبت فى المبزهنة (4 14) أن القيد الاعلى العطی فى البرهنة 4۱ 13( 

هوفي الحقيقة القيمة الضبوط [ ر '(K‏ . ولاجل ذلك نحتاح الى المأخوذة الانية . 


۱/۸ 


m.n 


مأخوذة 4۱ 1): 





وی یہس 00 < ا دبک ۱۱ 
عند ما 1 دع( = تا E‏ 5 2 
البرهان : نتبع طريقة الاستقراء الرياضى على . فاذاكان! = :. فان 0 = ۱1:۱۱ 
UKE‏ .نم نفرض أن المأخوذة صحيحة أ ( 1 ۰ ونبرهن على أنها 
صحيحة ا a‏ 

۱۷۳ 


.لیکن مجموعتي رژوس رمک هما : 


EE ۱‏ 1 ا1 امت 
۰( ولا ,ولا Uy‏ = لا پا (VV‏ = ۷ 


بالطبع كل رأس في ۷ متجاور مع کل راس في زا .وان الرژوس في ۷ غير متجاورقمننی 
مننى *. وکذ لك الرژوس في نا .لنرمز للبيان الثنائي التجزئة التام K٠.‏ الذي مجموعتا 
رژوسه نا و ۷:۱) بالرمز ,5 لكل و۱2 ع از 


ليست رأساً في ,۸ .فاننا نحصل على قید آدنی لعدد تقاطعات حافات .کا بأخل 
البیانات ,5 مننی مثنى . وهذه تؤدي الى أن عد ذ التقاطعات لا بقل عن 


اذا كان كل زوج من البيانات الجزئية :1.2....065 = ¡ .یشترکان في نقطة 


1 ۰ ارد سمط - [ 7 ) = لمكا 
فاذا كان 2۲ = ۳ ٠‏ 
معنم عم مور وم رار = (وم كا ١")‏ 
واذا كان 1 + 2۲ = بم . 
افرع 00( ظا = ( وم كا ١)‏ 


وفي هذه الحالة يتم البرهان . 


بقي أن نفرض أن هنالك زوجاً 5 .ر۷»5 سز .من هذه البيانات الجزئية 
بحيث لاتوجد نقطة تقاطع بين حافاتهما. لیکن "5 البیان الثنائي التجرئة ئة التام ا مكون من 
ر5 و ,5 سوية . کل واحد من البيانات الجزئية ‏ ,48 )بز < [ وعددها ( 2 -«) 
یکون مع “5 بياناً ائي التجزئة تام د وهوالذي فيه نقطة تقاطع واحدة فقط بين 
حافاته . وعليه ء فان حافات '5 تقطع بقية حافات د..؟5. ہما لايقل عن 2- دمن 
النقاط المختلفة . لاحظ أنه لا يسمح لأكثر من حافتین بالتقاطع في نقطة واحدة . وعليه ؛ 

هان 
(m —2).‏ + (وو )۷ > (Kgs)‏ 


۷ 


وهكذا 1 بموجب فرض الاستقراء الرياضي نحصل على 
رس (r -1( + (2r - 2( =r?‏ 1۳۴ - ۲) < (ويكا)١‏ 


عندما 2۲ = 1 
وعندما 1 + 2 = ۳ . نحصل عل 
۰ 2 (2۳-1) + (۲-1) > ( ویک ) ۷ 
وبهذا یتم البرهان . 8 0 
مبرهنة (4 -14) : 


(r? - ۲()5۶ - (۰ عندما 25 < 8 . ۲۳ دو‎ 
١) ىر‎ = (r? - (2 , mM = 2r . N= 25 + [ عندما‎ 
۲2 )92 (و-‎ mM عندما 5 - 0 .۰ 1+ 2۳ ے‎ 

رل 


TS m 


| 


عندما [ + 25 ع n‏ . 1 + 2۲ 


البرهان : نتبع طريقة الاستقراء الرياضي لاثبات أن الطرف الايمن من الصيغة 
الطلوب اثباتها هوقيد ادنی ل (,,1). وبذلك یتم اثبات البرهنة باستعمال البرهنة 
(4 -13)-واضح أن ھذوصحیحة عندما 1.2.3 م ولكل قيم. 
لنفرض أنها صحيحة ((1- ١‏ ) ونبرهن على أنها صحيحة ! « مع كل قیم ده 


لتكن مجموعتا رژوس K‏ هما 


١ سے‎ ۱ 
۷ = {Vo Vas لام‎ = {U مب وقا‎ ۵ 


ور ما 


لیکن ,,,, هوالبيان الثنائي التجزئة التام الناتج من ...کا بحذف الرأس ‏ ,نا 
مع كافة الحافات الواقعة عليه . 


بموجب الأخوذة (4 - 1 ) .الحافات الواقعة على الرأس ,نا تقطع الحافات الواقعة 
على الرأسين ,در ءفي ,بر ء ہما لايقل عن (+ - 2 ) من النقاط عندما:2 = د 
وبما لا يقل عن 2: من النقاط عندما 1 + 26 = ۰8 
كذلك . الحافات الواقغة على إن تقطع الحافات الواقعة على الرأسين 
دنا وهلا بما لابقل عن (۲-”۲) من النقاط عندما :2 - "ص 
۱۷۵ 


وبما لايقل عن2: عندما :2 = ” وهکذا بالنسبة للازواج التتابعة من الرژوس : اي ان 
الحافات الواقعة على ,ا تقطع الحافات الواقعة على كل من ازواج الرژوس 


) و - و۱12 ہو ودلا 7 U4),‏ ,ولا ) ,( U»‏ 0)۰ ) 


(ووتا بر ولا ) .... Ua),‏ .ونا ) (Uy, U2),‏ 





عن 4 من اللقاط . حيث اد - و N=‏ عندما و2 ےم و و < M‏ عند ما 
۷ + ) وی ( ۲ < (Ku.‏ اش 


. بموجب فرض الاستقراء الریاضي نحصل على 
(۱) عندها 26 = م,ع2 = mM‏ 


دعق دهم )عرب )ردقام ۷5-۴ - 26 )2 لمكا ۲۱ 


رب ) عندما! + و2 = ج20 = m‏ 
2 - ۲۶) = 


(ج) سيا ا 
(s2 S8).‏ 2 سے 1 را “(۔۹) جج (Kg)‏ 


Y(Kgn) > (r? - 1()5* -s( + s( r - r) 


mM = 2r + 1n = (د) عندما] + و2‎ 
"(Kgl > r2 )s*- s) + sr? = r2 میں‎ 


وبهذا یتم البرهان بموجب مبد ا الاستقراء الرياضي . 


تمارین (3-4) 


(ا) اثبت فرع (ب) من النتيجة (4 - 6 ) 

 )2(‏ إثبت النتيجه (4 -7) . [تلمیح: لاحظ أن1>2:0 3: وفي حالة عدم وجود 
مثلثات ۰ يكون 2۳ ٩1‏ | 1 

(3) إثبت أن 


ك۷ 


1 
3 )ساس إح (kan)‏ 


)4( اثبت انه لایوجد بیان تام له جنس يساوي 7 . ماهو العدد الصحيح الموجب الذ ي 
يلي 7 ولایکون جنساً لبيان تام. [تلمیح : أبدأ ب ری .]. 
(5) اذا کان :۰۳-2 فاثبت أن ۲ > (,,0)1 
(6) جد الجنس والسمك وعدد التقاطع لبيان بيترسن. 
اكمل برهان المبرهنة (4 - 11 ). 


(8) إثبت أن 


08 ٤ 


) The Duality ( (و -5) الاثنينية‎ 

هنالك محکات أخرى للبيانات الستوية ظهرت بعد ما أعطی کورتوفسکی مبرهنته. 

ومن هذه الحکات الاثنينية (أوالثنوية). وقد عبر وايتني ( 18/0140 ) عن استواء بیان 
ما بد لالةوجودبيان إثنيني له. 





لیکن 6 بیان مغموراً في الستوي (أي انه مرسوم في الستوي بدون ان یکون هنالك 
تقاطعات بين النحنیات المثلة لحافاته) . ننشيء بياناً 60 . نطلق عليه افنيني- هندسي 
(geometric - dual )‏ للبیان 6 . بالخطوتین : 
(أ) نختار نقطة واحدة. * . داخل کل وجه ,۴ (ومن ضمنها الوجه الخارجي) 
للبيان المستوي © . هذه اللقاط هي رژوس 0 : 


(ب) مقابل كل حافة ي في 6 رم خطا © بقطع ٠,‏ (وبحيث لابقطع أبة حافة 
آخری )ویصل الرأسيسن ۷ و ۷ اللذين یقعان داخل الوجهين ,۳ ور 
(لایشترط ی نے يشترك تخماهما بالحافة تن + هذه الخطوط 

حافات € 

وتوضیحا للاثنيني- الهند سي . انظ ر الشکل (4 ۰ الذي فيه بیان مستو 6 مع 

الاثنيني- الهندسي له 6 . وقد مثلت رژوسه بعلامات × وحافاته بخطوط منقطة. 


لاحظ أن كل برزخ في © يقابل لفة في 6 . وأذكل لفة في 6 تقابل برزخاً في :© 


VY 
م ۱۲ نظرية البيانات‎ 








شکل 4 17۰) 


كما أن ,6 يحتوي على حافات مضاعفة اذا واذا فقط احتوی 0 على وجهین يشترك 
تخماهما بحافتین على الأقل. 


نزکد أن الاثنيني- الهند سي 292 يعتمد مباشرة على غمر معين ل 6 في الستوي . 

فاذا غمر ن) في المستوي بشکل مخالف أصبح بيانه الاثنيني- الهندسي مختلفا عن سابقة. 
فاذا کان ن و ان بيانين مستوبین متشاكلين . فليس ضرورياً أن يكون *0 و0 متشاكلين 
كما هو مبین في الشکل (4 18). من جهة آخری. إذا كان كل من 0 و 6 


النيني - هندسی لنفس التمثيل الستوي لبیان 6 . فان 6۶ و ى متشاكلان. 
من عملية إنشاء البيان الائنيني- الهند سي *,6 لبیان مستو 6 . نستنتج ان ن 
يكون مستوياً أيضاً . واذا قيل ان للبيان © إثنيني هندسي *,6 .فان هذا يعني ان 6 


بیان مستو. لانه بموجب التعریف لایمکن ان یکون للبیان © إثنيني -هندسي الا اذا 
کان مستويا . اضافة الى ذلك . فان *,© یکون متصلاً دائماً سواء كان 6 متصلا أوغير 


۱۷۸ 


۰ 5 
4 ۰ ۰ ۰ ۰ 7 7 
٠‏ ۰ ۳ 8 ۰ ۰ ۳ 
۰ ۰ ۰ 5 2 ۰ ۰ 
٠. ۰ 14‏ ۰ و 
سز ۰ . 0 0 , 
00 الى ۰ ۰ ۰۰۰6 ۰( XxX‏ نے ٭ا 
0 ۰ ۰ 0 . ۰ 
۳ ۰ ۰ 0 ۰ 
: 7 ۰ ۰ ۰ 0 2 و۳ ۰ ۰ 
بب 7٠‏ 
5 مع رم 5 5 ۰ ۲ ۰ 
۰ ور ٭ 0 4 ۰ ۰ 
0 
¥ ».ا مم هام مه يمه فک 14 Ke‏ 9 
۰ .هه 3 .° 
5 ۰ ۰ . 
که ها وم وه 9 وو م توا 


شکل 4۱ 18( 
متصل. كما انه اذا کان عد د الرژوس . وعدد الحافات . وعد د الاوجه للبيان الستوي 6 
هي . على الترتیب ۰۲۰ . وللائنيني- الهندسي هي ۳*۶ فان 
m* = ۰ n* =f 7‏ 
وباستعمال صیغة اويلر. نجد ان 
FS,‏ 

يمكن تلخص هذه العلاقات البسيطة فى المأخوذة الآتية. 

مأخوذة (4 2). لیکن * © الاثنيني- الهندسى لبيان مبستو 6 . فان O‏ 
بیان متصل مستو. وان 1 


٭ 
E,‏ 


m* = mm. E 


من النتائج البسيطة الأخرى للاثنينية- الهندسية. المبرهنة التالية . 


۱۷۹ 


مبرهنة (4 - 15 ): اذاكان © بياناً متصلاً مستويا. وکان "6 الاثنيني الهندسي 
ل 0 .فان گر متشاكل مع ی 


البرهان : بموجب المأخوذة!4 - 2 ) يكون *,6 متصلاً ومستوياً. ولذ لك فان ل*, © 
بياناً إثنينيا- هندسیا. *بن 


اذاكان؛ أي رأس في ن وكانت 6.... .٥ء‏ الحافات الواقعة على : بترتيب 
مثلاً۔ إتجاه حركة عقرب الساعة حول ۷ میلو و لے ہے 
استخراج بن منه. فان كلا من هذه الحافات تشترك في وجهين متجاورين [ انظسر 
الشكل ر4 ۔ 19 ) ]. وبذ لك .فان الحافات المقابلة ‏ ۴ہ .... .*رء .*رء تشكل 
دارة بسيطة في *,6 وتحصر وجھاً واحداً منه. من جهة اخرى. وبموجب المأخسوذة 
(4 -2) .فان" = «. وهکذا. فان کل وجه‌في *6 يحوي في داخله رأساً واحداً 
فقط من رژوس ی . وعلیه . يمكن الحصول عل ى من 0# بعکس عملية استخراج 
0 من ن , وبذلك فان 6 هوإثنيني- هندسي ل 05 . اي آن. *خن متشاکل 
مع ن . 





تن 


مبرهنة ره - 16) : لیکن ى انا متا و رت إثنينياً هندسياً ل ن + عند نژ 
مجموعة من حافات 6 تشکل دارة بسيطة فى 0 اذا واذا فقط مجموعة الحافات 
. المقابلة لها في *,© تشکل مجموعة قاطعة في یں 

البرهان: بدون المساس بعمومية المسألة. يمكن أن نفرض أن 0 متصل ومغمور فى 
الستوي. ١‏ 
اذا کانت © دارة بسيطة في 6. فان تحبط بعد د من أوجه 6 الداخلية . وبما أنه 
يوجد رأس ! *0داخل کل وجه من أوجه ى . فان هنالك مجموعة *5من رژوس 6 
تقع د اخل النطقة الحاطة ب حوعليه . فان الجموعة*) لكل حافات 0 التي تقابسل 
حافات © تشکل مجموعة فاصلة ! *0 . وذ لك لان ازالتها من 2۶ تفصله الى بیانیسن 
جزئیین ۷۱٩۶۱۱8.‏ ,محموعة رژوس الاول هي +5 ومجموعة رژوس الثاني هي ۷۳-۵۶ ٠‏ 
حيث ان */اهى محسرعة رژوس *6 .وما كانت کل حافة في »ح تصل راسافي 114 براس 
فی +11 . وان كلا من*13 و +11 متصل .لکون أوجه ‏ الواقعة د اخل ع متصلة مع بعضها 
رکذ لك الاوجه الواقعة خارج ح . فان*© مجموعة قاطعة 1 0 . 


من جهة اخری . يمكن اثبات أنه اذ | كانت *© مجموعة قاطعة ! © . فان د ارة 
بسيطة ! 6. وذ لك باتباع خطوات البرهان السابق‌بعکس الترتیب . فاذا کانت ,۳« و۳ 
مجموعني اوجه القابلة 8*1 ۷٠-8,‏ عل التوالي . فان کل حافة في ح تشترك بيسن 
تخمي وجه في ,۴ مع وجه في رع .لان كل حافة في +ح تصل رأسا في +8 برأس في 
5 كل جا و فی الي ضرف یں مس وجه في غ مع وجه في 
را تقابل حافة في +م . لان»ح مجموعة قاطعة . وبذ لك فان م في © . وعليه : فان 
حافات © تشكل دارة تفصل الاوجه و عن الاوجهر ۳ . كما أن هذه الد ارة بسيطة ۰ 
لان خلاف ذلك يؤدي الى ان تصبح *0 اتحادمجموعات قاطعة ( بموجب الجزء 
الاول من البرهان ) وهو خلاف الفرض . 
وبهذا يتم البرهان MN.‏ 


نتيجة ( ۾ - و ) : لیکن © بياناً مستوياً »و *0 النينياً هندسياً ! © عندئذ 
. : 
مجموعة من حافات © تشكل مجموعة قاطعة 61 اذا واذا فقط مجموعة الحافات المقابلة 
لها في 01 ند دارة بسيطة ! 0۶ 


1۸1 


یمکن اثبات هذه النتيجة باستعمال البرهنتین (4 -15)و(4 -16) . وقد ترکست 


إذا أعطينا أي بيان مستو ى . فان له اکثرمن تمثيل هند سي واحد في الستوي . أي یمکن 
غمره في الستوي باكثر من هيئة واحدة . جميع التمثيلات الهندسية ل © في الستوي تكون 
متشاكلة بعضها مع بعض . ولكن بیاناتها الاثنينية- الهندسية قد لاتکون متشاکله رھ 
الشكل(4 - 5) ]۰ ولذ لك فليس ل 6 إثنيني - هندسي وحید. اضافة الى ذلك . 
أعطينا بيان © ال ا 
ذلك . أي فیما اذا كان 6 مستويا أو غير مستو باستعمال الاثنينية الهندسية. وعليه فقد 
وجد من الضروري تعميم مفهوم الاثنينية- لهندسية بحيث يصبح بالامكان استعماله 
(ولومن ناحية مبد ثیة) لاختبارفيما اذا کان بیان ما مستويا أ وغير مستو. المبرهنة (4 - 16 ) 
تزود نا بعلاقة بين الد ارات البسيطة ل ى والمجموعات القاطعة ل 6 . وهذه العلاقة 
تمد نها بتعريف لاثنينية اكثر شمولاً من الاثنينية- الهندسية. 


يقال لبیان *6 انه اثنيني -مجرد ( امد - abstract‏ ) لبيان 6 اذاكان هنالك 
تقابل متباين بين حافات © وحافات *ن له الخاصية : مجموعة من حافات 6 تشکل 
دارة بسيطة اذا واذا فقط مجموعة الحافات المقابلة لها تشکل مجموعة قاطعة في *6 . 


من البرهنة (4 - 16 ) نستنتج انه اذا كان ن بياناً متصلاً مستوياً . فان كل إثنيني- 
هندسي ل 6 هو إثنيني- مجرد ل 6 . ولكن. إلنيني- مجرد ل 6 قد لایکون إثنينيك 
هندسياً ل 6 عند ما يكون 6 مغموراً في المستوي بأي وضع كان. [انظرالمبرهنة (4 -20) ]. 
فمثلا. في الشکل (4 - 20) . البیان *6 هو اننيني- مجرد ل 6 ولكنه ليس إثنينيا- 
هندسياً له : بل هوإثنيني- هندسي للبيان 14 المتشاكل مع © . لاحظ أن 06 هوائنيني- 
هند سي ل © .وأن الحافات ال تقابلة من 6 و*0 أعطيت أدلة متساوية. 


مما تقدم نستنتج أن الأثنينية- المجردة أشمل من الأثنينية- الهندسية. وسوف نثبت 

فيما يلي بعض ميزات الائینیة- المجردة وخاصة تلك التي تتمتع بها الاثنينية- الهندسية. 
4 - 17): ۱ _- 

7 مبرهنة ( 1): اذاكان ٭ إثنينياً مجرد لیا 6 . فان 6 إثنيني- مجرد ل 

البرهان : لتكن © مجموعة قاطعة ل 6 . ولتكن *0 مجموعة الحافات المقابلة 

لها في G*‏ یقت ان ”ع دارة بسيطة في *6 . بموجب المبرهنة (2- 8 ) تشترك 





اییان 11 ايان 6 





اه ب 6۴ = اشن ھت * 
او ا اثنني - هندسي ‏ يون 


شكل (20-4) 
بعد د زوجي من الحافات مع كل دارة بسيطة في 6 . ولاکان *ن إثنينياً -مجرد أل 6. 
فان * © تشترك بعد د زوجي من الحافات مع كل مجموعة قاطعة ل *6. وباستعمال 
تمرين (5) من مجموعة تمارين (2-2) ۰ نستنتج ان *) هي دارة بسيطة او اتحاد 
دارات بسيطة في ٭ن منفصلة بالنسبة للحافات. 


ولکن . اذا كانت چم دارة بسيطة في «ن . فانها تشترك بعدد زوجي من 
الحافات مع کل مجموعة قاطعة ل *6 . وهکذا. فان مجموعة الحافات المقابلة ,© 
تشترك بعد د زوجي من الحافات مع كل دارة بسيطة في ى . اذ۱. , © هي مجموعة 
قاطعة آواتحاد مجموعات قاطعة منفصلة الحافات أ 6 [ انظرتمرین (6) من مجموعة 


تمارین  2(‏ ۲)2. 
رين (2 - 2)] ۱ ۱۸۳ 


من هذا نستنتج انه اذا كانت *0 إتحاد دارات بسيطة ء فان © يجب أن تکون 
اتحاد مجموعات قاطعة منفصلة بالنسبة للحافات ل 6 ۰ وهومايناقض فرضنا ان © 
مجموعة قاطعة. اذا؛ *© هی دارة بسيطة ل *0 وليست إتحاد دارات بسيطة. 


من جهة اخرى» نستنتج من الجزء الأخيرمن البرهان السابق الذكرانه اذاکانت *© 
دارة بسيطة ل *6 ء فان © مجموعة قاطعة ل 6 . 


وهكذاء بموجب تعريف الاثنينية- الجردة. فان 6 إثنيني- مجرد للبيان *6 . 


كما سبق أن أشرنا انكل بیان مستوله إثنيني - هندسي ٠‏ وبذِلك فان له إثنينياً- مجرداً 
وقد يسأل القاريء هل ان البيان الذ ي له إثنيني- مجرد يكون مستوياً؟ إن المبرهنة الآنية 
تجيب عن هذا السؤال بالأيجاب. وبذلك» فان الاثنينية المجردة› التي هي تعميسسم 
للاثنينية الهندسية » تزودنا بمحك للبیانات المستوية »كما تزودنا بطريقة (ولومن ناحية 
هبد ثية) لاختبار استواء او عدم استواء بیان ما. لأجل اثبات المبرهنة الذ کورة نحتاج الى 
الأخوذات الآتية. 


مأخوذة (4 - 3): اذا كان لبيان 6 إثنيني مجرد» فان کل بیان جزئي من ى له 
إثنيني - مجرد. 


البرهان: لیکن ٭ں إثنينياً- مجرداً للبيان ى . اذاکانتء حافة في 6ء وكانت ی 
الحافة القابلة لها في ٭یِ > فان البيان /ن الناتج من 6 بازالة م له إثنيني- مخجرد ينتج من 
*ى بانكماش الحافة *م . إن سبب ذلك يعود الى ان ازالةء من 6 تؤدي. الى تحطيم 
كل الد ارات البسيطة التي تحوي ع ۰ وبالمقابل فان انكماش »ى في *6 يؤدي الى تحطيم 
كل المجموعات القاطعة التي تحوي *م . 


بتکرار عملية ازالة حافات 6G‏ › واحدة بعد الااخرى » وهي التي لیست في الیسان 
الجزئی ع ل © ۰ نحصل بالقابل على إثنيني- مجرد ل 17 من *6 بانکماش الحافات 
۱۸ 


القابلة لتلك التي أزيلت من ى . 


مأخوذة (4 - 4): اذا کان / يكافيء توبولوجياً البيان 6ء واذا وجد إثنيني- 
مجرد ل © . فانه يوجد إثنيني - مجرد ل '6. 


البرهان: لنفرض ان *ى اثنيني- مجرد ل ی . اذاکان ۷ رأساً في © بدرجة 2 وأن 
ره ود الحافتان الواقعتان على ۷ء فان :© وده‌تشکلان مجموعة قاطعة ل 6 . لذلك 
فان الحافتین القابلتین لهما ٤ء‏ و 5© تشگلان في *ى دارة بسيطة .وعلیه. فان ازالة ۷ 
وابد ال 3 وره بحافة واحدقم ؛ بين الرأسين الآخرين للحافتین ,© و وه بقابلها في +ن 
ابدال ٠7‏ و ؿ٥‏ بحافة واحدة *م بين نفس رأسيهما . 


كما أن عملية ادخال رأس بدرجة 2على حافة ع في ى يقابلها في *0 اضافة حافة 
وهكذا . فان للبيان © اتنينياً - مجرداً » نحصل عليه من »ىن بمضاعفة حافات 
أوحذف حافات من بعض الحافات المضاعفة وفقاً لعمليات الحصول على “بن من 6 ۰ 


مأخوذ ة  4(‏ 5) : لیس للبيان ,:۴ ولا للبيان ,× اثنيني - مجرد . 





البرهان : نتیع طريقة ة التناقض في معالجة کل من البيانين ویک و Ks‏ 
(1) ناخد أولاً البيان ی .اذاکان 6 اثنیناً مجرداً للبيان × .فان طول کل دارة 


في 04 لايقل عن 4لان عدد حافات كل مجموعة قاطعة ا × لابقل عن 4 وبذلك 
فان 05 بيان بسيط خال من المثلثات . وبما أن هنالك مجموعة قاطعةفي ,× عدد 
حافاتها 6 عفان هنالك في +0 دارة بسيطة طولها 6 أي أن عدد رژوس ‡6 لابقل 
عن 6 .اذا كان عدد رؤوس )هو 6 ءفانه بموجب البرهنة (2 - 6)لا يزيد عدد 
حافات *6 على 9 = 6/2(۶) .ولکن عدد حافات +6 هو 10ء لذلك فان عدد 
رؤوس 0۶ لابقل عن 7. 


ولا كا نطول كل دارة بسيطة في ,× لايقل عن و فان درجة كل رأس في»ى لاتقل 


۱۸۵ 


عن و وعلیه. عندما یکون عدد رژوس 05 اکبرمن 6 .فان عدد حافاته لایقل عن 
روم رم ل أي لايقل عن 11. وفي هذه الحالة ايضاً توصل الى تاقض لان عدد 
حافات *+© ھو 10 وبذلك . فليس ل یکا اثنيني - مجرد . 

(2) نأخذ الان البيان ویک .اذا كان 95 اثنينياً مجرداً ! وی .فان 65 بیان 
بسيط . لأن عدد حافات كل مجموعة قاطعة ,وکا لايقل عن 3. وبما أن طول كل 
دارة بسيطة في .:۴ هو ۾ أو م فان درجة كل رأس في 05 لاقل عن ۾ وأن عدد 
رژوسه لابقل عن 5 .ان هذا يؤدي الى أن عدد حافات *6 لابقل عن ۵م ۔ وهو 
تناقض لكون عدد حافات 05 هرو. 8 


نحن الان مهیژون لاثبات المرهنة الاساسية الآتية . 


مبرهنت (4 - 18 ) : يكون البيان ی مستوياً اذا واذا فقط كان له اثنيني - مجرد . 





البرهان : اذا کان 6 هستویاً . فان له اثنيني - هندسي . وبذلك فان 01 اثنينياً - 
مجردا . 





لاثبات الاقتضاء المعاكس : نفرض أن *0 اثنيني - مجرد ان ونبرهن على أن 6 
بیان مستو بطريقة التناقض . فاذاكان 6 غیرمستو ٠‏ فان فيه بياناً جزئياً 1 يكافيء توبولوجياً 
ویک رو وکا وذ لك بموجب مبرهنة كورتوفسكي . عندئذ . بموجب المأخوذة 
(4 - 3) : یکون 111 اثنيني - مجرد . وبموجب ‏ المأخوذة 4 - 4) یکون ا و وکا أو 

× اثنینی - مجرد : وهوما یناقض المأخوذة (4 - 5). وعلیه : فان بیان مستو. 8 

# مبرهنة (ه- ول : ليكن »*ى إثنينياً مجرداً للبيان ‏ . اذا کان 6 متصلاً وغير قابل 
للانفصال وکان٭ی لايحتوي على رژوس منعزلة . فان*6 متصل وغیر قابل للانفصال . 
البرهان : نتبع طريقة البرهان بالتناقض . 


اذاكان»ن قابلاً للانفصال . وأن *۷ نقطة مفصل . فیمکن تجزئة*0 الى بیانیسن 
جزئیین 6 649 فيهما رأس مشترك واحدفقط هو *7 لیکن ,6 ور البيانين الجزئيين مسن 
6 المكونين من الحافات المقابلة لحافات؟6 و 0۶ على التوالي . عند ئذ . تتجزأ حافات 
6الى حافات في ,6 والباقية في رت اذا كانت ©دارة بسيطة في © تحتوي على حافات 
من, 6 مع حافات من ,رن . فان المجموعة القاطعة المقابلة*© تتكون من‌حافات من +0 مع 


۱۸۹ 


حافات من 64 وهذ اغیر ممكن لکوذ *0 قابلاً لانفصال فیصیر +ی و5 وعلیه فاد کل 
دارة بسيطة في ى تتکون اما من حافات في ,63 آومن حافات في ,0 وهذ ايعني أن ی 
غير متصل آوقابل للانفصال . مما یناقض الفرض لذ لك . فان *6غير قابل للانفصال 


من جهة اخری . اذا كان *0غیرمتصل ۰ فیمکن ان نبرهن بطريقة ممائلة على أن 6 
غير متصل أوقابل للانفصال . وهكذا . فان*0 متصل وغیر قابل للانفصسال .0 ۰ 


تیجة (4 ۱۱0 : لیکن ٭ن إثنيناً مجردا للبيان ن . اذا کان كل من ن و٭ن 
تصلاً - فان *6 غير قابل للانفصال اذا واذا فقط 0 غير قابل للانفصال. 
البرهان مباشر. 


مبرهنة ( 4 - 20 ) : اذا كان *0 إثنينياً مجرداً لبيان متصل ن غير قابل للانفصال 
وکان * 0 بدون رژوس منعزله. فانه یمکن غمر ن في الستوي بحيث أن *6 هو 
الائنيني الهند سي له. 


البرهان: بموجب المبرهنة 4١‏ - 18) . فان كلا من 6 و*0 بیان مستو. كما انه 


نتبع طريقة الاستقراء الرياضي على عدد حافات 6 . فاذ! كان 6 مكوناً من حافة 
واحدة ء . فان هذه الحافة تكون مجموعة قاطعة عندما يتكون 6 من رأسين فقط . 
وعندئد يكون * لفة. أما اذا تكون © من رأس واحد. فانء لفة. وان *0 يتكون 
من حافة واحدة مختلفة الرأسين. وفي كلتا الحالتين . فان *0 هوالائتيني الهندسيل 6. 
والآن نفرض ان البرهنة صحيحة لكل بیان متصل وغير قابل للانفصال وعدد حافاته 
( 1 تب ۲ ) 

لیکن 6 بياناً متصلاً غير قابل للانفصال وعد د حافاته «. 

اذا وجد فى 6 رأس درجته 2 . فان ابدال الحافتین الواقعتین عليه م ره . ر٥‏ 
بحافة واحدة ء يقابلها فی *0 ابدال الحافتین ۶ء . *© (تكونان دارة ) بحافة *© بين 
رأسیهما. فاذا رمزنا للبيانين الناتجین ب 14 و +۰۲ فان *11 اثنيني مجردل 1ا وهوالذي 
عد د حافاتهر 1 - مم )وعلیه . فان هنالك تمثيلاً مستوباً ل 14 بحيث أن *11 هوالائنینی 
الهند سي له (بموجب فرض الاستقراء الرياضي ). وبتقسیم الحافة » الى الحافتين,ه ‏ ره 


۱۷ 


یمکننا ان نحصل على تمثيل مستول 6 بحيث ان * هو الائنيني الهند سي له. 
وبالشل یمکسن أن نبت المبرهنة في حالة احستواء 6 على لفة. 
والآن نفرض ان كل رأس في 6 هو بدرجة لاتقل عن 3 وانه خال من اللفات . في 

هذه الحالة یمکننا أن نجد في © حافة [ “.نا ] = © تشترك بين تخمي وجهين داخليين. 

واضح ان البيان 11 الناتج من © بازالة الحافة ٥‏ متصل وغير قابل للانفصال . كما أن 

البيان * 1 الناتج من * 0 بازالة الحافة القابلة © وتطابق راسیها ۰ *لا.*< ۔ھوائینی 

مجرد ! #۲سنرمز للرأس الناتج من تطابق الرأسین *×. *1 بالرمز * . ۱ 


لیکن ٠۶‏ .... .۰7 .7ع . ٠*‏ الحافات الواقعة على * × . ولتكن O‏ كزف یو و 
الحافات الواقعة على * ر في الاثنيني المجرد* 6 ہما آن*) غير قابل للانفصال . فان كلا من 
| رم ٠۴۴.‏ ی | و کی ا و مجموعة 
قاطعة [*6. وبذ لك . فان کلامن معا و و 
دارق بسيطة في © .ولا كان * 11 غیرقابل للانفصال . فان الحافات 


پا ا ا COSCO E‏ 
الواقعة على الراس ** تشكل مجموعة قاطعة ! *۲1 وبذلك . فان 


6. و6‎ E 6 Eg. 6 


تشکل دارة بسيطة في ]1 . 


وبما أن الرأس *به يقابل وجهاً ۴ في التمثيل الستوي ! 51 . فان الحافات الواقعة على 

لہ ام هذا ب يعنى أن الدارة البسيطة ا مكونة من الحافات j‏ وق 2 برع 
...و هي تخم الوجه ۴ من هذا نستنتج أن الرأسين د. و٢‏ یقعان على تخم ۲ لذ لك 

فان اعادة الحافة > يؤدي الى تمثيل مستو! © بحيث * © هوالانب ثنيني الهندسي له . 
وبهذا د يتم البرهان N.‏ 

لیکن * 6 اثنينياً مجرداً بیان © .ون ۴ غابة مولدة ! 6 ولتكن +۴ مجموعة حافات 
* 6 القابلة لحافات :ہما أن ۴ تشترك بحافة واحدة على الاقل مع كل مجموعة قاطعة ! 
6 . فان* 7تشترك بحافة واحدة على الاقل مع كل دارة في*5 ولذ لك . فان البيان الجزئي 
.H*‏ حیث أن 


۱۸۸ 


H* = G* - ۶ + 


یکون خالياً من الدارات . 


لتكن؟ © مركبة 0*1 ولیکن 1 البيان الجزئي الکون من حافات* ۲۱ الوجودة في 

؟ اذا كان +11 غير متصل . فان هنالك مجموعة قاطعة 51 051( وهکذا ( *©) 

تتكون من حافات في *۴ فقط ٣‏ وهذا يزدي الى آن 5 هي دارة © . أي أن هنالك 

دارة بسيطةفي ۲ وهويناقض کون ۴ غابة . لذلك . فان+11متصل اذا . اشجرة 

مولدة 071 .وهذا بالطبع يصح لكل مركبة في × وعلیه. فان !! غابة مولدة [ * © 
ولذلك . فان *۴ تتمة غابة [ *0وهکذا فقد أثبتنا المبرهنة الآتية 


مبرهنة 4 ۱2۱1 : اذاكان *0 اثنينياً مجرداً لبيان 6 .فان اية غابة مولدة ! 6 
تقابل تتمة غابة 6*1 


ىة (4 )١1‏ اذا كان *0 اتنينياً مجرداً لبيان 6 .فان 





6*۱ = رهاق 0*۰ = (0) 
علماً أن : هي مرتبة الدارات وأن ن هي مرتبة المجموعات القاطعة للبيان المذكور بيسن 
القوسين . 

ينتج البرهان مباشرة من المبرهنتين رو 17) و (4 21) . ونترك التفاصيل 
تمرينا للطالب . 
تمارين (4 -4) 


١ا‏ جد الاثنيني الهندسي لکل من البيانات في الشكل ( ۱ 5( 
(2) يقال لبيان 6 أنه اثنيني - ذاتي (اuaل-ااه»‏ ) اذاکان متشاكلاً مع الاثنيني 


الهندسي 65 .هل ۷۰ اثتيني = ذاتي : 
وهل أن البيان في الشکل ۱ 4 رد , اثنيني - ذاتي ؟ 


سه 9 
جرد [ 0. سی 


۱۸۹ 


شکل (21-4) 


8 اثبت أنه اذا كان 6 بياناً مستوياً غیرمتصل . فان الاثنيني الهندسي الزدوج +6 
غيب متشاکل مع 6 

)6( هل يمكن ايجاد بیان مستويحتوي على خمسة أوجه بحیث أن کل وجهین يشتركان 
بحافة ؟[ تلمیح : استعمل المأخوذة! 4 2 

7( برهن على أنه اذا كان © بیاناً مستوباً ثنائي التجزئة . فان الاثنيني الھندسی *6 
يكون أویلرباً . هل أن العکس صحيح ٢‏ اللا 

وت برهن على النتيجة (11-4). 

جرو) لنفرض أن * 0 اثنيني - مجرد لبيان متصل 6 .هل أن *ن بیان متصل ٢‏ 
واذا كان * 2 خالیاً من الرؤوس النعزلة . فهل هو متصل ٢‏ 


4١ 4#‏ - 6 ) الاثنينية التوافقية ( اثینیة وايتنى ) 





في سنة 1932 اعطی وايتتي ( Whi"‏ ) تعريفاً توافقياً للاثنينية . وهو الذي 
صاغ بواسطته الاثنينية لهند سية بصيغة مجردة . وفيما يلي تعریف النينية وايتني . 


يقال أن * ن اثنينى وايتني ( او اثنيني توافقی {(combinatorial-dual‏ ۳ لبیان 
6 اذاوحد تقابل متباين بين حافات ى وحافات * © بحيث انه اذا كان ۲1 اي بيان 
جزئی من 0 وله نفس رؤوس © فان البيان الجزئی ٭ 11‏ * 0 الذي حافاته تقابل حافات 
11 وله نفس رژوس *ن .یحقق العلاقة ٠:‏ 
)4 -11( سس . خ٭گاة“ -(* انح (HH‏ 
علما ان * 7[ هو البيان التمم 11+1 في *ن .وان ; هى مرتبة الدارات ون 
م نند امجموعات القاطعة . 
۱۹۰ 


ولتوضیح هذا التعریف . تأمل البيانين © و *ز) البینین في الشکل (4 - 22 ) ,عندما 
نأخذ 1 البیان الجزئی الذي رژوسه هی رؤوس ن وحافاته هی Ê‏ .وڈ ل Ês:‏ €3 .€ ` 
فان * [] یتکون من الحافات کو جو م جو جو e*‏ وعندئذ يكون 
* ۴ كما هومبین في الشکل 4۱ - 19) .ومن هذا الشکل . نحصل على 
1.6(H*) = 5.5(G*) =6.‏ = (۲۱)* 
وعليه . فان العلاقة (4 - )1١‏ تتحقق بالنسبة للبيان الجزئي !1 


واضح أنه من الصعوبة جداً معرفة فيما اذا كان * © اثنینی وايتنى لن باستعمالالعلاقة 
(4 -11 )لان ذلك. بتطلب اختبارتحقق هذه العلاقة لكل البيانات الجزئية ١#‏ 6 





* 
٢ 





H ) 22 4۱ شكل‎ H* 


۱۹۰ 


والآن نبرهن على بعض البرهنات والنتائج الباشرة من تعریف وايتني للاثنينية. 
مبرهنة ( 4 -22): باستعمال الرموز الواردة في تعریف اثلينية وايتني » یکون لديا 





)1( (6G) = (0)ة )2( (*6)ة‎ = (G+) 
)3( 6(H) + «)]3 *۱ = 8(6). 


البرهان : اذا وضعنا 6 = H‏ في ( 4 - 11) تنتج العاد لة )1( 3 لان*6في” 60 هو 
بيان خال من الحافات وبذ لك فان مرتبة المجموعات القاطعة له تساوي صفبراً. 


سوف نرمزلعد د الحافات في الیانات 60 »*0 با] .. بالرموز 
(0)0) *0) 610 (11) ۲ ء...ءعلی الترتیب . لما كانت مرتبة اله ارات زائد | مربة 
المجموعات القاطعات لكل بیان يساوي دائماً عدد حافاته . فان 
وبما ان (* )م = (0) m‏ 
وباستعمال العاد لة (1) التي اثبتناها . نحصل عل العادلة (2) . 

والآن نبرهن على اللمعادلة (3) , ولاجل ذلك نبدأ بالطرف الايسر. 


٩۵ )۲۱( + )ار‎ 8 *( = m(H) — )۲۱ + m(H*) — 8(H*) 
= m(H) + رطس‎ - [7(H) + ۵) 7 
من تعريف اثنينية وايتتي ] کے سا ا‎ [ 
= 1 )0( - 7 )0( ] )1( بموجب العاد لة‎ [ 
= 8 )6(۰ 
. وبذ لك يتم البرهان‎ 
من العادلة (3) في المبرهنة ۾ - 2 )ومن تعریف اثنينية وايتي . نحصل مباشرة‎ 
: على النتيجة الاتية‎ 
نتيجة ره - 4۱2 : اذاكان *0 اثنيني وايتتي [ 6 .فان 6 هوائنيني وايتتي‎ 


.G* J 


لاجل ان نثبت مبرهنة واب يتني التي تقيس البيانات ا بدلالة الاثنينية التوافقية . 
1 نحتاج الى ان نبرهن على وجود تکافزین الاثنينية التوافقية والاثنينية المجردة . 

مبرهنة ره - 23) : البيان *6 هوائنيني وايتني لبيان 6 اذا واذا فقط*6 
اثنيني - مجرد | 6 . 
۱۹۲ 


"لبرهان : لیکن +0 اتثنينياً - مجرداً ا 6 . سوف نبرهن على أن *0 اننيني وابتني 
( 0 وذلك پاثبات أن العادلة 4 11) لاتتغیرفیما اذا اضفنا حافة ع . من حافات 
ئ . الى البیان الجزئی 11 ۔ وازلنا الحافة القابلة ٭ء من + وم . والآن نناقش حالتین : 
(أ) عندما یکون رآسا ء في مركبة واحدة [ هر . 
(ب) عندما یکون رأسا ء في مرکبتین مختلفتین ! بز . 

الحالة (أ) : في هذه الحالة ۔ عند ما نضیف ‏ الى 11 بزداد عد د الحافات بواحد 
ويبقى عد د الرؤوس وکذ لك عد د المركبات ابتً . ولذ لك . فان هذه الاضافة تزید مرتبة 
الدارات (۲) + واحدا فقط . من جهة اخرى . هذه الاضافة تشكل دارة بسيطة © فى 
1 تحتوي على م . وبما أن G*‏ هوائنيني - مجرد ! ي .فان ین مجموعة قاطعة 
أ *ن تحتوي على +ى . لذ لك . فان ازالة ٭ء من + ۴ يؤدي الى زيادة عد د مركباته 
7 .مع ابق عدد الرژوس ثابتاً . وعليه . تنقص مرتبة المجموعات القاطعة ' 

. واحدا فقط . وبهذا . لاتتغیر المعادلة رو إإ) بهذه العملية‎ 7٣7 

الحالة رب ) : في هذ ه الحالة . عند ما نضیف ‏ الى H١‏ ینقص عدد مرکبات 

. واحدا . ویزداد عد د حافاته واحدا . ولذ لك . فان (1).. لابتغیر‎ H 


مھ سو یا بر . وبهذا . فان ازالة ٭ء من » بر 
لابشکل مجموعة قاطعة جديدة 1 * 1 . وعلیه . نستنتج ان ( * 1 ۵1 لابتغير بهسذه 
العملية . وهکذا . فان المعادلة 4 ۱۱) لاتتغیر بعملية اضافة ن الى 1] وازالة * 
من * [ز . ۱ 


لا کانت المعادلة (4 ۱۱) صحيحة عندما یکون ١‏ بیانا خالیا من الحافات . 
فانه بموجب الاستقراء الرياضي على عد د حافات البيان الجزئی 1۱ . تکون 4۱ !1) 
صحيحة لكل بیان جزئی ۲۱ 1 6 . وبذ لك . فان * © هواثنینی وايتنى أ © . 


والآن نبرهن على انه اذا کان * 0 اثنيني وايتتي ! © . فان * © هواثتيني - مجرد ل 
6 لاجل ذلك . نأخذ أية دارة بسيطة © في ن .ولنفرض أن عدد رژوس *ن‌هو *« 
وعد د مرکباته هو +۱ . اذا . 
٣إ‏ سام = (*6) 1.۵ = )ار 
وعليه . بموجب العادلة (4  )۱۱‏ نستنتج أن 
.)1+ )1 ۰ ۱ ر(*6)ق 
وهذا يعنى ان *© مجموعة فاصلة [*0 . 


۹۳ 


م ۳ نظرية البانات 


واذا كانت 5 مجموعة جزئية فعلية من مجموعة حافات © ء فان 5 ليست دارق ‏ 
لذ لك 0 - )7 وهذا يؤدي الى 

6)5*( = خم‎ - k* 
وبذ لك . فان *5 ليست مجموعة فاصلة أ * © . وعلیه . لاتوجد مجموعة جزئئة‎ 
اذا . يجب أن تکون ی مجموعة‎ . ٣۴ ! فعلية من ی التى هى مجموعة فاصلة‎ 
. قاطعة‎ 


وباتباع خطوات البرهان السابق بعکس الترتیب ۰ یمکننا اثبات أنه اذا كانت 
مجموعة قاطعة ( *6 . فان © دارة بسيطة ! 6. ونترك تفاصیل برهان هذا الجزء 
کتمرین للطالب . وهکذا نستنتج ان *6 هوائنيني - مجرد ! 6 . وبهذا يتم البرهان 8۰ 


مبرهنة (4- 24 ) : - مبرهنة وايتني - يكون البيان © مستوياً اذا واذا فقط كان 
له اثنينى وايتنى . 


البرهان : بموجب البرهنة ( 4 ۱8۰ ) . يكون 6 مستوياً اذا واذا فقط بوجد له 
اثنيني - مجرد . وبموجب البرهنة ( 4 - 23 ) . يكون ! 6 اثنيني مجرد اذا واذا فقط 
كان له اثنيني وايتني . وبهذا يتم البرهان .8 


مبرهنة ( 4 -25 ) : اذاكان 6 متصلاً وغير قابل للانفصال . وكان * اتنيني 


آذ سس م ب سيو - 
وابتني ا ü‏ ۔ وان ٭ی لايحتوي على رؤوس منعزلة . فان ن *0 متصل وغيرقابل 
للانفصال . 


البرهان : بموجب الهرهنة ( 4 - 23 ) . يكون *ن اثینیاً - مجرداً ! ن . وبموجب 
المبرهنة (4 19) . يكون *6 متصلاً وغير قابل للانفصال . 





ملاحظة : الشرط ١‏ ى غيرقابل للانفصال » الوارد في المبرهنة ( 4 - 25 ) ضروري - 

كما هوواضح من التمرين (1) في مجموعة تمارين ( 4 . 5 ) . ولذ لك ۔ فان النص فداه 

المبرهنة . وكذ لك البرهان . الوارد في بعض الكتب ( انظرالمصدر [11] صفحة 38 ۔ 
والصدر [13] صفحة 80 ) غير صحيح . 


يمكننا تلخیص بعض شروط ومحكات البيانات المستوية بالعبارات الكاقتة الآتية : 
6 


(۱) 6 بیان مستو ۰ ۱ 
' (2) لابوجد في بت بیان جزئي يكافيء توبولوجياً یکا او وکا . 
)3( لابوجد في © بیان جزني قابل للانکماش الى و أو وادكا . 
(4) يوجد اثنيني - هندسي [ 6 . 

5 يوجد اثنيني - مجرد [ 6. 

(6) يوجد اثنيني - وايتني 1 6 . 


علماً بان هنالك محکات اخری لاستواء البيانات لم نتطرق الى ذکرها في هذا 
الکتاب ویمکن للقاريء الاطلاع علیها في کتب منقد مة . 


# تمارین (4 - 5 ) 
(1) هل ان البيان * 6 العطی في الشکل 4(۱ .23 ) هوبیان - وایتتی ! 6 ؟ ولاذا ؟ 
(2) جد اثنيني - وايتتي متصل للبیان 6 العطی في الشکل (4 23) . 
(3) برهن على أن اي اثنيني - هندسي لبیان 0 هواثنيني - وايتتي ! ن . 
(4) أكمل الجزء الاخیر من برهان البرهنة (4 23 ). 


(5) اذا کان * 0 اتنينى - وايتنى لبيان متصل غير قابل للانفصال ن . فاثبت أنه 
يمكن غمر ز» في الستوي بحیث أن *6 هوائنيني - هندسي له . 


* ¥ 
سس‎ 5 e 
۳ 
6 

G* 


شكل 4۱ -23 ) 





الفصل الخامسس 
تلوين البیانات 


لقد كان لمسالة الالوان الأريعة ` Four - colour proble”)‏ ) ) آثرکبيرفسي 
تطوبر موضوع تلوين البیانات بشکل خاص وموضوع نظرية البيانات بشکل عام . فمنذ ان 
ظهرت هذه المسألة قبل مايزيد على قرن من الزمن > والباحئون التخصصون في نظرية 
البيانات يحاولون أن يجدوا لها حلاً . قفي أثناء محاولاتهم هذه يجدون مفاهيم 
ومبرهنات ومسائل جد يد ة في موضوع نظرية البيانات . مما أدى الى تطور هذا الوضوع 
وتوسعه مور جات ہر یش ل سی 
5 . وقد خصصنا البند (5 - 3) لشرحها 


هنالك ثلاثة انواع من مسائل التلوين . وهي : مسائل تلوین الرژوس . تلوين الاوجه 
للبیانات الستوية . وتلوین الحافات . وقد خصص البند (5 - 1) لشرح تلوین الرژوس مع 
تأكيد مبرهنة الالوان الخمسة.اما في البند (5 - 2) فقد استعرضنا تلوين الاوجه للبیانات 
الستوية . اي تلوين الخراط . وقد شرحنا في البند (5 - 4) تلوین الحافات . واخیسرا . 
سوف نستعرض في البند (5 - 5) عدد طرق تلوين بیان ما . وذلك بد راسة متعد دات 
الحد ود للتلوين ( وهي التي أطلقنا علیها حد ودیات التلویسن 


( Chromatic polynomials - 


( Coloration of Vertices ( : : تلوين الرژوس‎ ) ۱ -5( 





ليكن ن بياناً بسيطاً يقال أن 6 قابل التلوين - للرژوس إذا كان بالامكان تعن 
لون واحد من من الالوان لكل رأس من رؤوس 6 بحيث لايوجد رأسان متجاوران 
لهما نفس اللون . ویمعنی آخر . فان رؤوس ى قابلة التلوين ب من الالوان المختلفة اذا 
امکن تجزئة مجموعة رژوسه ۷ الى و و الجزئية 


كسا ا 
غير الخالية والنفصلة مثنی مثنی . 

e ۱‏ 
بحیث أنه لاتوجد حافات في © تصل رأسين في فس فس الجموعة الجزثية ,۷ :ویقال في 
هذه الحالة أن مجموعة الرژوس ,۷ لكل 12 -ن: . مستقلة في ی 


5 


اذا كان 6 قابل التلوین - 4 للرژوس ولکنه غیرقابل التلوین - (1 - ») للسرژوس . 
فیقال إن 6 تلويني ( k - chromatic‏ ) ` للرژوس ۔ آوان عد د تلوين رژوس © 
هو . as‏ رؤوس البيان 6 بالرمز )بر وعليه . فان (6)× هو 
أصغر عد د صحیح موجب بحیث ان6 قابل التلوين -(1160 - للرژوس . فمش لا . 
البيان في الشکل (5 - 1) هوتلويني - 3 للرژوس . وقد رمز للالوان بالحروف اليونانيسة 

0/0 . بالطبع . فان هذا البیان قابل التلوین - » للرژوس لكل 5 > > 3 
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شكل (1-5) 


عندما نتکلم على تلوین الرژوس . سفترض دائما أن البيانات بسیطةء ٠‏ أي خالية من , 
اللفات والحافات الضاعفة. كما نفرض آنها متصلة . لأن هذه كلها ليست ذات تأثیر 
على تلوین الرژوس. 

من الامور التي تتبادر الى الذ هن مباشرة كيفية إيجاد (1)0 لبیان كيفي ى . یمکن 
معرفة عدد تلوین الرژوس لبعض البیانات الخاصة مباشرة. فمثلاً. 
X(K,) =n ٠ X (Kg...) = 2‏ 
عندما 2 فردي م و ۱ 
۲ ہے (۷۷) 2 
عند ما1 زوجي ۽ 1 
من الامور الواضحة جد ا أنه اذا کان 6 یاناً غير خال من الحافات , فان 2 = (2)©6 اذا 
واذا فقط © ثنائی التجزئة. 
في حققة حقيقة الامر › اذا كان عدد رژوس ) هو ور :فان 
X(G) > ۰‏ 


۱۹4۸ 


واذا کان ,× بياناً جزئياً من 6 . فان 
>r.‏ ()) 7 
من هذا نستنتج وجود علاقة بين درجات رژوس ى والقید الاعلی لعد د تلوين الرژوس ۔ 
كما هو مبین في البرهنة الآتية. 
مبرهنة (5 - 1) : اذا كانت ۲ الدرجة العلیا لرژوس بیان 0 . فان 6 قابل التلوین- 


(1 + م ) للرژوس 


البرهان: نتبع طريقة الاستقراء الرياضي على عدد الرژوس. واضح أن المبرهنة 
صحيحة اذا كان 0.1 = م . والآن نفرض آنها صحيحة لکل بیان ذي (0-1) مسن 
الرژوس. 


ليكن ئ بياناً عدد رژوسه «. وان أعلى درجة لرؤوسه هى م . لیکن أي رأس 
في ى . ولیکن ان البيان الحاصل من ى بازالة الرأس مع كل الحافات الواقعة عليه. 
لا کان عد د رژوس ۰ هو (1 - 2) وان اعلى درجة لرؤوسه لاتزید على م. فان "6 قابل 
التلوین - 1۱ + (اللرؤوس . بموجب فرض الاستقراء الرباضی. ولا كان عد د الرژوس 
الجاورة للرأس في 6 لايزيد على م . فانه بالامكان اعطاء لون الى ۷ يختلف عن الالوان 
المعطاة للرؤوس المجاورة له في تلوين '6 . ويؤدي ذلك الى تلوين رژوس ى ہما لايزيد 
على (1 + ۶) وهکذا فان 6 قابل التلوين (1 + «) للرؤوس. ۸8 


أعطى بروكس (8:0015) سنة 1941 المبرھنة الآتية وهی أقوى من البرهنة 
(1-5) 7 


مبرهنة (2-5): اذا کان ن بياناً بسيطاً متصلاً غير تام وكانت م أعلى درجة 
لرؤوسه. علما ان3 < م . فان 6 قابل التلوين -م للرؤوس. 


۴ البرهات: سنتبع طريقة الاستقراء الریاضی على عدد رژوس ى. فاذا كان4- ص 
ل 9 نت 
وی عن ©ءفان ن قابل التلوين - مللرؤوس . والان نفرض ان البرهنة صحيحة لكل 
بیان غير تام له (1 - 6) من الرژوس. ولنفرض ان عدد رؤوس ن هودوان 0 غير تام. 
وان م اعلى درجة لرؤوسه. 


۱۹۹ 


اذا وجد رأس ,في 6 درجته آقل من م . فان ازالة الرأس مع الحافات الواقعصة 
عليه يؤدي الى بیان 6 عد د رژوسه (1 - «) . واعلی درحة لرژوسه لاتزید على م. لذ لك ۔ 
فان 'ن قابل التلوین-۴ للرژوس بموجب فرض الاستقراء الرياضي. ولا كانت درجة ۷ 
آقل من م . فانه يوجد هنالك لون ۰ | . من هذه الألوان روهي التي عد دها م) بختلف 
عن الا لوان التي أعطيت للرژوس الجاورة ل ب . وباعطاء اللون م للرأس × نحصل على 
تلوین لرژوس © ہما لایزید على م من الالوان. 

اذا لم يكن في ی رأس درجته أقل من . فان ن منتظم بدرجة م . وعلیه ۔ نفرض 
ان G‏ بیان منتظم درجته م . 

لیکن 0۰ البيان الناتج من ى بازالة رأس ۷ مع كافة الحافات الواقعة عليه. البيان 6 
قابل التلوین- م للرؤوس بموجب فرض الاستقراء الرياضي . والآن نثبت ان بالامكان 
الحصول على تلوين ل ى من تلوين ن بنفس العد دح من الالوان التي أستعملت في:ن۔ 


لتكن ر۷.....ره,ره_ الرژوس الجاورة ل ب . ولنفرض انها احذت الالوان 
المختلفة ,9۰9۵۰۰۰۰۰9 . على الترتيب . في تلوين ٠ى‏ . بالطبع . اذا لم تكن الوان 
الرژوس و۰۷ ۰۷۱ ۷۱ مختلفة . فاننا نحصل مباشرة على تلوين لرژوس ی بنفس 
هذه الالوان. 


لكل زعو نہ م > فا > 1۔ نرمزب 11 للبيان الجزئي من 0 الذي یتکون من کل 
الرژوس التي أعطيت أحد اللونين j‏ ,9 - . مع جميع الحافات التي تصل رأساً لونه 4 
برأس لونه به. . اذا كان الرأسان,؛ و ر٢‏ في مرکبتین مختلفتين في 58 . فانه يمكننا 
إعادة تلوين الرژوس في المركبة التي فيها الرأس ر« وذ لك بتبادل اللونين ,»ر« كل محل 
الآخر في تلك المركبة فقط . وعند ذلك نحصل على تلوين ل © بحيث أن الراسين 
٠,‏ و ر لهما نفس اللون به . وعندئذ: يمكننا تلوين الرأس «باللون ره . فنحصل على 
تلوين ل 6 ہما لايزيد على م من الالوان. رة سبي قن فيا تلق من البرهان حالة 
تلوين "ن التي فيها. لكل ز سو ز: الرأسان را . ر« يقعان في نفس المركبة في 4 . 
سنرمز لركبة .51 التي تحتوي على الرأسين ,ب ورابالرمز ری . 


اذا كان الرأس ۷ متجاوراً مع أكثرمن رأس واحد باللون رد في ,© .فان هنالك 
لون 5 (غیراللون تو مو نز ۷ . وذلك لأندرجة :۷ 


Yon 


في 0۲ هي (۱ - ۲ ) وان هنالك ممن الالوان الستعملة. في هذه الحالة یمکننا اعادة 
تلوين الرأس ا باللون ,» واعطاء اللون :© للرأس . فنحصل على تلوين ل 0 باستعمال 
نفس الالوان التي عد دها م . وبطريقة بقة ممائلة ننافش حالة وجود اكثر من رأس واحد 
متجاور مع ر۷ في رب . 


اذا كانت درجة کل من ,۲,ر۷ في © هي [ . فانه بمکتنا ان نشت بمناقشة 
ممائلة ان درجة کل رأس آخرفي ,,© هي . لأنه اذا كان ناهوأول رأس على الدرب 
البسيط من ب۷ الى ر فى ,© الذي درجته اكثرمن 2 . فانه يمكننا إعادة تلوينه باستعمال 
لون یختلف عن ,» و وهذا بدوره يؤدي الى قطع الد رب بين ,۷ ور" في رگ ۔ 
وعلیه . يمكننا فرض أن ,© ۰ لکل زس ز. يتكون من درب بسيط واحد بين ,۷ و ز". 


والآن. يمكننا ان نلاحظ أن كل دربين بسيطين 6 واي ۰ حیث + ن 
لايشتركان إلا فى الرأس ز۷ ب لأنه اذا كان رأساً آخر مشترکا بین © , پر فانه 
يمكننا اعادة تلوين بلون غير الالوان ‏ يه .ره . به مما بودی ال تاقضس حقبقة وجود 
درب بسيط بین :۷ ورافي ر٥‏ . 


لكي نکمل البرهان . نأخذ أي رأسين مختلفین : ۷ و۷ من الرژوس الجاورة للرأس ب. 
اذا كان الرأسان ,۷ و ز۷غیر متجاورین . نفرض أن باراس بلون ره متجاور مع ,۷ . ماکان 
© . لأي عل عو ز درباً بسيطاً. فانه یمکننا تبادل اللونین :> وه للرژوس الواقعة على 
هذا الدرب . کل محل الآخر. دون التأثیرفی تلوين بقية رؤوس البيان “ى. ولكن هذا 
سوك يؤدي الى احدى الحالتين : 


0 يصيح دا مشتركاً بین .© و 4© . في التلوين الجديد: 
(ب) لایقی درب بسيط بين ۷ء۷ آوبین ,۷۷ في التلوين الجديد. 


کلتا الحالتين 3 تؤديان الى انتهاء البرهان كما سبق أن ذکرنا في معالجة مثل هاتين الحالتین. 
ما اذا كان کل رأسين مختلفین ,۷ وارامتجاورين : فان ذلك يؤدي الى أن يصبح اجک 
بياناً جزئياً من ي . ولگن: ن بیان متصل منتظم درجته ۰۳ ؛ لذلك فان ,ر۸ = ©, 


۰١ 


وهو مایناقض الفرض. 


وبهذ | نکون قد عالجنا کل الحالات الممکنة. وهکذا. فان 6 قابل التلوين- م 
للرژوس . وبذ لك يتم البرهان. ٹلا 


من البرهنة (5 - 2) . نحصل مباشرة على النتيجة الاتية. 
نتيجة (5 - ۱ : کل بیان تكعيبي (أي منتظم بدرجة 3 ماعدا ,× . قابسل 
التلوين - 3 للرژوس. 


واضح أن مبرهنة بروکس قليلة الفائدة عند ما يكون عد د الرژوس قليلاً وأعلى درجة 
للرؤوس كبيرة. كما في البيان ,.:؟! الذي هو قابل التلوين - « للرژوس وفق مبرهنة 
بروكس ۰ ولكنه في حقيقة الامر تلويني - 2 للرؤوس لانه ثنائي التجزئة. 


يقال لجموعة 5 من رژوس بيان 6 آنها مستقلة ( (independent‏ في 6 اذا 
كان كل رأسين فیها غير متجاورین. وبعرف عدد استقلال رژوس البیان © على أنه عد د 
العناصر في اكبر مجموعة مستقلة : وبرمز لعدد الاستقلال بالرمز (ن) ,6 . واضح أن 

Bo )>,( = 1, fo (Kn. ) = max {m,n}. 

هنالك قيود عليا ودنيا أخرى لعدد تلوین رؤوس بيان ما. تعتمد على عدد الاستقلال. 
كما هومبين في البرهنة التالية. 

مبرهنة (5 -3) : لیکن © بيانا عدد رؤوسه 0+ عند ئذ 

جو سج 0 + (6) n~ fo‏ > (ها 7 > 1/۸۸۱0 

البرهان : يمكن تجزئة مجموعة رژوس ن الى ۲( = (6) )من المجموعات 
الجزئية ,۷۰۷۰...۰۷ الستقلة. من تعريف عدد الاستقلال (60) ۸ 
لد ینا 

۱۷۷| > ۰ 


لکل 1,2.....6 -1 . وبذلك . فان 


1 
۱ 


n= 7 | ۷, > ۰‏ 
ومنها نحصل على القيد الأدنى 


۳۰۷۲ 


2 / Êo(G) > X(O). 


لاثبات القيد الأعلى لعد د تلوين الرژوس . نفرض ان 5 مجموعة مستقلة عظمى من 
الرؤوس . اي 


|S| = Bo (O). 


ولئرمز ب 6 


للبيان الحاصل من © بازالة کل رؤوس 5 مع كافة الحافات الواقعة عليها. 
واضح ان ۱ 


1 )0*( > X(6G) - 1 


X(G') > -ھ‎ ۰ 


وعلیه فان 
8 7 (6) مم ~= <n‏ 1+ (2)6 > (0) 7 
مبرهنة (5 -4) : لیکن 6 بياناً عدد رژوسه م . ولیکن 6 البيان التمم ل 6 . 
.1+ کے (1)6+ ©2)6 > ومن 2 )1( 
n > X(G).X(G) >) + ۰‏ )2( 


البرهان : لنرمز ؛ = (2)6 + ولتکن ,۷ مجموعة الرژوس ذات اللون :۰ لكل 
۱-12 . واضح أن :۷ مجموعة رژوس مستقلة في © وان ,۷ .... . ,۷ , ,۷ 
تجزئة لجموعة رژوس 6 . بما ان ۱ 

n= 2 ۷۱ 
فان‎ 


۱ تفص‎ |۷۱ < n/t. 
i= 12... في 0 . البيان الجزئي القطمي الذي مجموعة رزوسه ۷ ؛ لكل‎ 
هو بیان تام. وعلیه ۰ فان‎ 
»)6( > max ۱۷۱< ۰ ۱ 
اذا‎ 
X(G).x(G) > ۰ 


وبما أن الوسط الهند سي لأي عد دين موجبين لایزید على وسطها الحسابي : فان 


/+0.+۸6( > ] 2:6 +2 


2n >12)60+ X(6). 


وبهذا یتم إثبات القيد الاد نى لكل من (1) و(2) . 
لاثبات 
را + Sn‏ (6) ۰ + (6) ۷ 


نستعتل طريقة الاستقراء الرياضي على عد د الرژوس. واضح آن الساواة لهذ ه المتباينة . 

صحيحة عندما1- .١‏ وعلیه : نفترض أن هذه التباينة صحيحة لکل بیان ہے 

(1 = ھ)۔ ولنأخذ البيان 6 الذي عدد رؤوسهه. لیکن ۲ أي رأس في © . ول 

البيان النائج من 6 بازالة الرأس ۷ مع کل الحافات الواقعة علیه. واضح أن بعج من 

0 بازالة الرأس ۷ مع كل الحافات الواقعة علیه. لنفرض ان درجة الراس ۷ في ۵ هي 0. 

فتکون درجة ۷ في 6 هي( - ل - 9 ). یمکننا أن نلاحظ بسهولة أن ۱ 

X(G) = ۲ )۳۱( + 1 أو‎ ۶ (O) = x(B), 

Z(G)=x(H)+I أو‎ x*(G)= x(H). 

فاذا کان (181)< = (6) × . فان 


X(H) + ! Sn +1,‏ + رد > رق)ع + مد 


۳4 


بموجب فرض الاستقراء الرياضي . 
واذا كان 1 + () × = (72)6 و( ۲1۲ -(2)6 فان التباينة صحيحة. والان ناخذ 
الحالة الباقية وهي عندما . ۱ 


۰ + (1)1 - رہ)۲ :1+ 28 - (0) 1 


واضح أن هذه تعني أن ازالة الرأس «من 6 وه تنقص عد د تلؤين الرژرس بواحد لکل 


٩ < X(B) + 9-0-1 > 1) (۰‏ 
اذا 
(H)<n-1. ۱‏ + )2 
وھکذا ء فان المتباينة ۲ 
با + +X(G) <n‏ (6) 2 
لكل الحالات 


وأخيراًء بتطبيق التباينة الجبرية العروفة 
4X(6).X(6),‏ ک [xX (G) + Z(G)‏ 


X(G).X(G) > (n+1)/4. 


لدينا البرهنة الآنية التي تتعلق بتلوين رؤوس البيانات الستوية» ويطلق عليها مبرهنة 
الالوان الخمسة ٠‏ وهي تعود ال العالم هیوود ( ۲۱6۵۷00۵ ) . 


مبرهنة( 5 - 5 ): کل بیان مستو قابل التلوین-5 للرژوس. ۱ 

البرهان : لبرهان: لاجل البرهان» نیع طريقة ة الاستقراء الرباضي على عدد الرؤوس . بموجب 
مبرهنة بروكس ؛ تکون هذه امبرهنة صحيحة عندما یکون عدد رژرس البيان المستوي 
لايزيد على 6. 


والآن» نفرض أن كل بیان مستو قابل التلوين - 5للرژوس عند ما يكون عدد رؤوسه 


۲.۵ 


(1 - م) ونتأمل بیان مستوياً. 6 ۰ عدد رژوسه و 

بموجب النتيجة( 4 - 45 بوجد فى 6 راس «درجته لاتزید على 5 . 
لیکن 0۰ البيان الناتج من ی بازالة الرأس ۷ مع كافة الحافات الواقعة علیه. بطبيعة الأمر. 
الان © مستو وعدد رژوسه(1 - ١‏ » وبذ لك فهوقابل التلوین- 5 للرژوس بموجب فرض 
الاستقراء الرياضي . 

اذا كان4 >(۷۲) م. فان هنالك لون » من الالوان الخمسة المستعملة في تلوین ی 
وهوالذ ي لم بعط لاي من الرؤوس الجاورة ل .٠‏ وعليه. نعطي اللون »الى الرأس × فنحصل 
على تلوين ل ن باستعمال نفس الالوان الخمسة. وفي هذه الحالة يتم البرهان. 


والآن؛ نفرض أن كل رأس في ى بدرجة لاتقل عن 5. وان5 = (۷) م. كما نفرض 
ان 6 مستو أعظمي [راجع التعريف في بند (4 - 1) ] (بطبيعة الامر. اذا كانت المبرهنة 
صحيحة لكل بیان مستوأعظمي فانها صحيحة لكل بیان مستو). لتکن ۷۔ و۷ . و۷ . و۷ . ,۷ 
الرژوس المجاورة ‏ ب مأخوذة بالترتيب وفق إتجاه حركة عقرب الساعة حول . عندئذ . 
تكون | :۰۷ :۰۷ 2 ) دارة بسيطة [ انظرالشکل رہ - 2) ] وذلك لكون 6 
مستویا اعظمیا. 

اذاكانت ألوان الرؤوس ‏ ۷۱۰۷۰۰۷۰۷۰۰۷ في تلوين ' 0 ليست كلها مختلفة . 
فیمکننا أن نحصل مباشرة على تلوين ل © من تلوين ان باستعمال نفس الالوان الخمسة. 

والآن نعالج الحالة التي فيها الوان الرژوس ,۷ . ,۷ . ٠١‏ . ر۰۷ ٠١‏ كلها مختلفة. للفرض 
أن لون الرأس ۲:۰ هو ره لكل وج -1. 


كما في برهان المبرهنة (5 - ۰02 نرمز ,:1 للبيان الجزئي من 6 الکون من 
الرژوس ال لونة ب 0 أو به مع کل الحافات في ى التي تصل راسا بلون ,2 مع راس بلون .ہت 
لدينا الآن حالتان : 


(أ) اذا كان الرأسان,7 ور واقعين في مرکبتین مختلفتین في .رغ ۰ فیمکننا تبادل 
اللونین ,> وده کل محل الآخر لكافة الرؤوس الواقعة في مركبة ور التي تحتوي عل 
الرأس ٠,‏ . إعادة التلوين بهذا الشكل يجعل لون الرأس هو .«ويبقى الراس د۷ باللون 
و . وبذلك يمكننا إعطاء اللون ,× الى الرأس «فنحصل على تلوين ى بخمسة الوان. 


(ب) اذا كان الرأسان ٠‏ ود" واقعين في نفس المركبة فى ١,‏ . أي يوجد في 
,3 درب بين ,۷ و وا. فانه يوجد في 6 دارة بسيطة ) بالصيغة( .رن . ... . ,۷ .۷ ) 
.< ۱ 





شکل (5 -2) 


كما مرضح في الفكل (9. ' 2) . حيث أن ۱,۰۰۰۷,۱) _ هوالدرب ۶ الواقع في 
و وامرسوم مقطا بها آن 6 مستووآنالرآس د × يقع دال © و با خارجھا رآ 
بقع خارجها و .۲داخلها) . فانه لايوجد درب بين د وبدافي رراا . أي ان د" و ی۷ 
یقعان في مرکبتین مختلفتین في ,1 . وعند ئذ یمکننا تبادل اللونین > ودهکل محل 


الا خر لجمیع رؤوس مركبة ب H,‏ التي تحتوي على د 7 . وهکذ+یصبح لون الرأس ۷ هو ړ» 
وبذ لك يمكننا تلوين ٢‏ باللون × . 


وبهذا يتم البرهان. لا 
لقد ذكرنا أن لنظرية البيانات تطببقات كثيرة ومتنوعة . ومن المفيد ان نشير هنا الى أن 
هنالك استخد امات بسيطة ومفيدة ومباشرة تستند الى مسائل تلوين رؤوس البيانات . كما 
هومبين في الثال الآتي. 


مثال : ترغب وزارة الشباب وضع خطة تتضمن بناء ملعب . . هسیح . . كازينوفي خمسة 
نواح هي ۸-۴۶ . وکانت الخطة تنص على بناء واحد فقط من الرافق الثلاثة 
في کل ناحية من النواحي بي الخمس. أضف الى ذلك . اذا كانت السافة بين ناحيتين 


۰۷ 


مختلفتين أقل او تساوي 10 كيلو مترات . فلا یبنی مرفقان متشابهان في هاتین الناحيتين . 
فاذا كانت السافات بين هذه النواحي كما هي معطاة في الجدول الاتي . فهل يمكن 
تنفيذ الخطة؟ 





الحل : نمثل كل ناحية برس . واذا كانت المسافة بين الناحيتين أقل أوتساوي 10 
كيلومترات نصل الرأسين الممثلين لهما بحافة . فنحصل على البيان المبين في الشكل (5 - 3) 
فاذا كان بالامكان تلوين رؤوس هذا البيان بثلاثة الوانمختلفة . فانه يمكننا تنفيذ الخطة 
باعتبار ان كل لون يمثل بناء احد المرافق الخمسة . مثلاً . بناء كازينوفي كل من الناحیتین 
۸ وح .وبناء ملعب في كل من الناحيتين 8 و . وبناء مسبح في الناحية 2 . 


8 ( ملعب) ۸ کازینو) 


( ملعب) 


( کازینو) 


تمارین ( 1-5) 


لتكن ,© دارة بسيطة عدد رژوسها ٣‏ .جد (,2© ) × . واذا كانت 1 شجرة › 
فما هو (72)1 ؟ 
(2) اثبت ان بیانا © ثنائي التلوین (ع201ه1مءنط) ٠‏ أي قابل التلوين -2 .اذا 
واذا فقط كان خاليا من الدارات الفردية الطول. . 
(3) لیکن ,6 و ر6 بيانين بسيطين منفصلين . جد(رں+,7)6 ۰ ( 02 لا ,6 ) 7 
فك بدلالة ,7۱6 و(6 )۰ 
(4) اذاکان 6 بیان بسيطأ منتظماً درجنه 4 وعدد رژوسه « فائبت أن 
۰( - ۱/0 <(0) 7 
(5) يقال لبيان 6 أنه حرج ( لهءنانه ) اذا كانت عملية ازالة أي رآس منه ۰ مع 
الحافات الواقعة عليه ۰ تؤدي الى تقليل عدد تلوين رژوسه . فالبيان التام کا 16 < م 6 
هو بیان حرج > ينما ,))1 < 1 + 10 اليس حرجا . اذا كان 6 بياناً حرجاً 
عدد تلوین رژوسه هو × .فاثیت أن : 
() 6 متصل وغیر قابل للانفصال . 
(ب) لكل رأس ۷ في © یکون۱ - ۸ < (2)۷م 
اذا كان العدد اللوني لبیان © هو × .فابت ثبت ان 6 يحتوي على بیان جزئي حرج 
عدد تلوين رژوسه هو 7 اضا . 
8# 7) اذاکان 6 اعد و سیگ 0 .فبرهن على أن 


6) 


خیم 


1) 0۱ > ۰ 


[ تلمیج + استعمل الج )4 - 2 ) لایجاد قيد أعلى لجموع درجات رژوس 6 


ثم استنتج وجود رس درجته لا تزید على 50]. 
2 (8) اذاکان © بیانا بسيطا عدد رؤوسه 17 وسمكه 0 زخصره ع فالبت أن : 


X (O) > 280) - 2 


ثم استنتج ان كل بيات مستو خال من المثلثات يكون و 000 ارژوسس 
[ تلمیح : استعمل تمرین (7) من مجموعة تمارین ( ) لايجاد قيد أعلى 
لجموع درجات رژوس G‏ الو ےت ,2 دع )» ] 

۲۹ 


م /۱6 نظرية البيانات 


(9) حل الثال العطی في نهاية البند عندما یکون جدول السافات بین النواحي كما هو 


مبين فیما ياتي : 





1 


۲ 6 16 e 


(10) ترغب وزارة التربية في بناء 6 مدارس موزعة على اقری ۴ ,ع , 2 ,© ,8 ,۸ 


۲1۰ 


بحيث أنها تبني في كل قربة من هذه القرى مدرسة واحدة فقط لاحدی المراحل 
الدراسية الثلاث . الابتدائية اوالمتوسطة أو الثانوية . فاذا افترضنا ان کل طالب 
يستيطع أن يقطع ( ماشياً اوراكباً ) ما لايزيد على 5 کیلومترات من قريته الى مدرسة 
في قرية اخرى او بالعکس » > وكانت خطة الوزارة تهدف الى بناء هذه الدارسس 

بحيث لا يكون البعد بين هذه القری سبباً لحرمان أي طالب من طلابها من الدراسة 
مهما كانت مرحلة دراسته المدرسية . فاذا علمت ان المسافات بين القرى الست هي 
تلك العطاة في الجدول الآتي › > فهل يمكن تنفيذ هذه الخطة ؟ واذا كان ذلك 
فمكنا ء فاذكر نوعية المدرسة ( أي ابتدائية اومتوسطة أو انوية ) التي ستبنی في كل 
من هذه القرى . 





(5 -2) تلوين الاوجه ( تلوین الخرائط ) : 


لقد برزت مسألة الالوان الاربعة من خلال تلوين الخرائط الجغرافية . من الطبيعسي 
الاستفسارعن اقل عد د من الالوان التي نحتاج اليها لاجل تلوين خارطة معطاة بحيث ان 
اية منطقتین متجاورتین في تلك الخارطة تلونان بلونین مختلفین . ولقد لوحظ أن اربعة 
الوان كافية دائما لذ لك > ولكن لم يستطع احد اثبات هذه الحقيقة حتى عام 6 . 
وسوف نقد م شرحاً مفصلاً لهذه المسألة في البند (5 -3) .اما في هذا البند فسسسوف 
نستعرض بشكل عام ومختصر قضية تلوين اوجه بیان مستو ى ء ونثبت العلاقة بين هذا 
التلوين وتلوين الرژوس للاثنيني - افندسی ن 


لاجل صياغة عبارات دقيقة » يجب علينا تعریف « الخارطة » . تعرف الخارطسة 
map (‏ ( على انها سطح 5 مع بيان خال من البرازخ مغمورفي 5 ؛ قد يكون السطح و" 
هو الستوي اواي سطح مغلق قابل للتوجيه . وعند ما یغمرالبیان © في السطح 5 . فان 
5 يتجزأ الى مناطق يطلق علیها آوجه الخارطة ( أوأوجه البيان 6 . عند ما یکون السطح 
هو الستوي » فاننا نقول للخارطة بانها خارطة مستوية . 


يقال لخارطة 36 أنها قابلة التلوين .٤ا‏ للاوجه اذا أمكن تلوين أوجهها بما لايزيد على 
ع من الالوان المختلفة بحيث ان كل وجهين متجاورين ( اي يشترك تخماهما بحافة ) 
هما لونان مختلفان . ويعرف عد د التلوين لاوجه خارطة MN‏ » والذي يرمزله (() 4 
بانه اصغر عد د × بحيث ا40 قابلة التلوين - 1 للاوجه . فمثلاً » عد د التلوين لاوجه ' 
الخارطة المستوية العطاة في الشكل (4-5) هو 4 ؛ وعدد التلوین لاوجه الخارطسة 
المستوية المعطاة في الشكل (5 -5) هو 3 . 


نفرض بصورة عامة ۰ ان البيانات التي سنعالجها في هذا البند متصلة وخالية من 
البرازخ » ولكنها قد تحتوي على لفات اوحافات مضاعفة ؛ كما يمكننا الافتراض أنها 
لاتحتوي على رؤوس ثنائية الدرجة . > لان استحداث رأ س ثنائي الد رجة > أود مج حافتين 
واقعتين على رأس ثنائي الد رجة بحافة واحدة ء لايغيرمن تلوين اوجه الخارطة . 


لاجل اللاختصار في الرموز > سوف نرمز لاخارطة المستوية 0 الکونة من الستوي مع 
بیان مستو خال من البرازخ 6 بنفس رمزالبيان المستوي » اي ى . 





شکل (5 -4) 


شکل (5 -5) 


من مفهوم الاثنينية افند سية للبيانات الستوية » نحصل على البرهنة الاتية الي 
تعطینا تلوین أوجه خارطة مستوية ت من تلوين الرژوس للاثنيني - افند سي أ و . 


مبرهنة (6-5) : لیکن ن بیانا متصلاً مستوياً خالياً من البرازخ ۰ ولیکن .6۶ 
الاثنيني الهند سي [ ٥‏ ؛ عند ئذ تکون الخارطة الستوية © قابلة التلوين - K‏ للاوجه 
اذا واذا فقط 0 قابل التلوين - k‏ للرؤوس . 


البرهان : ہما أن © خال من البرازخ . فان 6*4 خال من اللفات . 


لنفرض ان الخارطة المستوية © قابلة التلوين - ۲ للاوجه . ہما أن کل وجه فی ی 
يحتوي في داخله على زاس واحد فقط من رؤوس 6 ۰ فانه یمکننا تلوين رؤوس ,6 
بنفس ألوان الاوجه التي تقع في داخلها . من عملية انشاء الاثنيني المندسي 0۶ من ن0. 
فان رأسين ند وب متجاوران في 65 اذا واذا فقط كان الوجهان المقابلان هما في 0 
متجاورين . لذلك ۰ فان كل رأسين متجاورین في 0*5 هما لونين مختلفین . وعليه : 
فان <6 قابل التلوين- ءا للرؤوس . بنفس الواناوجهالخارطةالمستوبة . 

۲۲ 


وبطريقة مائلة تماما نثبت انه اذا كان 05 قابل التلوین - ٤ا‏ للرژوس > فان 
الخارطة الستوية ن قابلة اتلوین k-‏ لاوجه .8 


نستنتج من هذه البرهنة ان أية مبرهنة في موضوع تلوين الرژوس للبیانات الستوية 
الخالیة من اللفات يقابلها مبرهنة اثنينية في موضوع تلوين الاوجه للخرائط والع> 
بالعكس ؛ كما سوف.نبين فی البرهنات الآتية . 

سا رت : خارطة مستوية ت قابلة التلوين -2 للاوجه اذا واذا فقط 6 
بیان اويلري . 

لبرهان : لیکن 05 الاثنينى افندسي | ن . بموجب البرهنة ' (6-5) › 
قابلة التلوين -2 للاوجه اذا واذا فقط 0۶ قابل التلوين -2 للرؤوس . كما ان 7 
قابل التلوين -2 للرؤوس اذا واذا فقط 65 ثنائي التجزئة . ولا کان 5 بياناً مستوياً ء 
فانه بموجب التمرين (7) من مجموعة تمارين  )4-4(‏ يكون 05 ثنائى التجزئة اذا 
واذا فقط © بيان أويلري . وبهذا يتم البرهان . م ١‏ 

مبرهنة (8-5) و سے 
لتكن 0 خارطة مستوية تكعيبية ؛ عندئذ تكون 6 قابلة التلوين -3 للاوجه اذا واذا 
فقط أطوال نخوم أوجه 6 أعداد زوجية . 





البرهان : تعرف الخارطة التكعيبية بأنها خارطة درجة كل رأس فيها هي 3 


لنفرض ان الخارطة المستوية 6 قابلة التلوين 3 للاوجه . فاذاكان ٣‏ أي وجه في 
6 » فان تخم ۲ يشترك مع تخم کل وجه مجاور له بحافة واحدة ة فقط (لان 6 تكعيبي ) 
فاذاكان ۳ ملوناً باللون به ء فان الاوجه المجاورة ا ۴ تكون ملونة ب م أو ( على 
التناوب » ولذ لك فان عد دها يجب ان يكون زوجياً . اضافة الى لك > لايوجد وجه 
يشترك مع ۴ برأس واحد فقط . لان خلاف ذلك يجعل درجته اكثرمن 3 . لذلك > 
فان طول تخم ۲ هو عد د زوجي . 


والآن نفرض ان 6 خارطة مستوية تكعيبية تخوم أوجهها ذات أطوال زوجية . 
عند ئذ . تكون درجة کل رأس في 0 زوجية » وكل وجه في + هومئلث > علماً ان 
*6 هوالائنيني الهندسي | 6 . وعليه ء فان <6 بیان آويلري . وهكذا » بموجب 
البرهنة (7-5) > فان الخارطة المستوية 65 قابلة التلوين -2 للاوجه > مثلاً . 
باللونين الأسود والأبيض . بقي أن نثبت امكانية تلوين رؤوس 6 بثلاثة الوان ٠‏ + .8 .د 


۴۹۳ 


نبدأ أولاً باي وجه ۰ ,۴ ء ملون بالاسود ء ونلون رژوسه الثلائة ب 6,7 , » مرتبة 
باتجاه حركة عقرب الساعة حول ,۳ . ثم نلون رژوس کل وجه ملون بأسود ومشترك 
برأس مع الوجه ,۴ بالالوان 2۰۲ بے مرتبة باتجاه حركة عقرب الساعة حول ذلك 
الوجه . وهكذا يمكننا الاستمرار بأخذ الاوجه السود التي تحيط بوجه سبق أن لونت 
رژوسه . [ انظرالشکل ( 5 -6). ] وبذ لك يمكننا تلوين رژوس 65 بالالوان الثلاتة 
d, 0:7‏ . وعليه بموجب البرهنة ( 5 - 6 ) » فان الخارطة المستوية 6 قابلة التلوين - 3 
للاوجه . وبهذا يتم البرهان 





شكل (5- 6) 


تمارین (5 - 2) 

(1) اثبت ان کل خارطة مستوية قابلة التلوين - 5 للاوجه . 

(2) لنفرض ان الستوي قسم الى عد د منته من المناطق يرسم عد د منته من الد واثر 
متساوية اومختلفة . متقاطعة اوغير متقاطعة . إثبت انه يمكن تلوين هذه 
المناطق بلونين فقط . 

(3) اعد التمرين (2) مع ابدال كلمة دائرة بكلمة مستقيم . 

(4) لتكن 6 خارطة مستوية عد د رؤوسها 7 ود رجة كل رأس فيها لاتقل عن 3 . 
إثبث ان 

6 + ص < ]3 
علماً ان ؟ عد د آوجهها . و« هوعدد حافاتها . 

(5) لیکن 6 خارطة درجة کل رأس فیها لاتقل عن ۰3 فاذا علمت ان عد د اوجه 

6 يقل عن ۰12 فاثبت : 


٤ 


(أ) بوجد في © وجه طول تخمه لايزيد على 4 : 

(ب) الخارطة الستوية © قابلة التلوين - 4 للاوجه . 

لیکن 6 خارطة مستوية لاتحتوي على وجه طول تخمه 2 ولاتحتوي على 
رؤوس ثنائية الدرجة . اثبت انه لايمكن ان تكون الخارطة المستوية © قابلة 
التلوين -2 للاوجه وفي الوقت نفسه يكون © قابل التلوين - 2 للرؤوس . 
[ تلميح : استعمل المبرهنة (7-5) . وتمرين (2) من مجموعةتمارين 
(1-5): وتمرين ( 8 ) من مجموعة تمارين (4 - ۲۰۱۱ 


(7* )إثبت انه اذا امكن تلوين وجوه اية خارطة مستوية تكعيبية باربعة الوان . 
فيمكن تلوين وجوه كل خارطة مستوية بما لايزيد على اربعة الوان 
(8* )تعرف الخارطة الطرية على انها سطح طرة مع يان طري مغمور فی .سا 
إنبت ان كل خارطة طرية قابلة التلوين -7 للاوجه . 
[ تلميح : استعمل المبرهنة! (4 - 6 الاثبات أن هنالك دائماً وجه في البیسان 
الطري تخمة لايزيد على 6 : وأخيراً اتبع الاستقراء الرياضي على عد د 
الاوجه . ] 
(9* )ارسم خارطة طرية مؤلفة من 7 أوجه بحيث يكون كل وجه متجاوراً مع كل 
وجه آخر . ماذا تستنتج من وجود هكذا خارطة طرية ؟ 
(10*) يقال لخارطة مستوية أنها أعظمية اذا كان طول تخم كل وجه فيها هو 3 . 
اثبت ان كل خارطة مستوية أعظمية . ماعدا .× . تكون قابلة التلوین - 
للاوجه . [ تلميح : استعمل مبد أ الاثنينية الهندسية . ومبرهنة (5 -2 ). ] 


( 5 -3) مبرهنة الالوان الاربعة : 


ظهرت مسألة الالوان الاربعة قبل مايزيد على قرن من الزمن ولقد کتبت مقالات 
كثيرة عن تاريخ نشأتها . وقد حاول العديد من علماء الرياضيات ومعظم الختصین في 
نظرية البيانات حلها . أي اثبات صحتها أواثبات عدم صحتها . ولقد أخذت تلك 
المحاولات الكثير من وقت وجهود العلماء الذين حاولوا حلها . حتى سماها البنعض 
١‏ مرض الالوان - الاربعة » . وكانت الرغبة في حلها تنتقل من الاستاذ الى طلبتبه . 
واحياناً من الوالد الى ولده . وقد يكون السبب الرئيسي لذ لك هوبساطة فحواها . مما 
يجعل المتعرف عليها يعتقد بسهولة حلها . 


۳۹۵ 


ينص تکهن الالوان - الاربعة على : « كل خارطة مستوية قابلة التلون - 4 
للاوجه ؛ ؛ أي أن أربعة الوان كافية د ائما لتلوين أوجه أية خارطة مستوبة بحيث ان کل 
وجهين متجاورين يلونان بلونين مختلفين . + 


يقال ان مسالة الالوان الاربعة قدمت لاول مرة من قبل عالم التوبولوجیا موبیس 
( كط :210 ) سنة 1840 . ويقال إن المسألة نشأت أصلاً عند رسامسي الخرائط ء 
ولكن لايوجد أساس ثابت لذ لك . ولكن الثابت في المصد رالاول المعروف عن تاريخ 
المسألة هورسالة موجهة من استاذ الرياضيات في جامعة لندن أوغسطس دي مورغان 
Augustus De Morgan )‏ ( الى صد يقه وزمیله ويم روان هملتون ٥:‏ ا۷۷) 
Rowan Hamilton (‏ الذي کان استاذاً في كلية ترينتي في دبلن . وكان تاربخ 
الرسالة هو23 تشرين الاول سنه 1852. ولقد تضمنت الرسالة نص المسألة » وذكرفيها 
دي مورغان انه علم بالمسألةهن أحد طابته واسمهفر دري ك كوتسري ( Fredrich Güthrie‏ ( 
الذي أخذها من اخيه فرنسيس كوثري مدعياً انه لاحظها عندما کان 
يلون خارطة لمقاطعات انكلترا . ولقد کان دي مورغان مهتماً بالمسألة كثيراً مما دفعه الى 
اخبار اصد قائه بها . 

وفي سنة ۰1878 بعد موت دي مورغان > قدّم كيلي ( ٥9‏ ا(٥٥)‏ المسألة في 
اجتماع جمعية الرياضيات اللندنية » » متسائلاً فيما اذ اکانت قد حلت أم لاتزال غيسر 
محلولة ء وذكرفي حينه أنه غير قاد على حلها . . وقد جلب ذلك انتباه المحامي كميي 
A. 8. Kempe (‏ ( ۱ الذي كان يعمل أمين صند وق ١‏ > وكان هاوياً للرياضيات ٠‏ 

1( > نش ر كمي مقالة في مجلة الرياضيات الاميريكية ينبت فيها صحة 
تلك المسألة . وبعد نشره البرهان » اصبح كمبي رئیسا لجمعية الریاضیات اللند نية تثمیناً 
لجهده في حل المسألة . وقد قبل الرياضيون البرهان الذي نشره كمبي في جينه > ولکن 
في سنة 1890 ء آشار عالم الرياضيات هيوود ( 11628000 ) ء وكان استاذا في جامعة 
درهام ۰ الى وجود خلل في برهان كحي لهذ ه المسألة . 


وقد قبل علماء الرياضيات برهان كمي لسنوات عديدة متصورین ان الخلل الذي 
فيه غير أساسي وانه يمكن التغلب عليه . ولکن ۰ بعد أن مضت سنوات كثيرة دون 
أن يصحح الخطأ من قبل علماء الرياضيات > عند ذ لك أيقنوا أن المسألةأعمق وأصعب 
مما كان متوقعاً . ومنذ ذلك التاریخ وعلماء الرياضيات يحاولون ايجاد الحل لهذه 


المسألة المستعصية . حتى عام 1976 عند ما نشر أبيل وهيكن زمع/ة11 فهة ۸۵20۱ ) [ 14 | 
الح لالايجابي للمسآلة . 


۲۱۹ 


كما كان متوقعاً لهذه المسألة المنيعة ء فان برهانها طویل جداً؛ فملخص البرهانيتكون 
من 100 صفحة بالحجم الكبير . 100 صفحة تفاصیلء و700صفحة عمل 
مساعد؛ اضافة الى ذلك فقد استغرقت الحسابات 1200 ساعة على الحاسبة 
الالكترونية. 

بصورة عامة ) عالج ابيل وهيكن مسألة تلوين الرؤوس لبيان مستو خال من اللفات ‏ 
وهذ ۵ بالطبع › . مكافئة لمسألة تلوين الاوجه بموجب البرهنة( 5 - 6 ) . اضافة الى ذلك » 
فقد اعتبرا البيان الطلوب تلوين رژوسه یتکون من أوجه مثلثیةء أي انه مستو أعظمي. ٭فاذا 
تم اثبات ان كل بيان مستو أعظمي یکون قابل التلوين - 4 للرژوس ‏ فان کل بیان مستو 
هوقابل التلوين - 4 للاوجه. وبما أن الاثنيني الهند سي لبيان مستو اعظمي هو بیان مستو 
تكعيبي خال من البرازخ › فقد اصبحت المسألة المطلوب حلها بالصيغة :كل بیان مستو 
أعظمي قابل التلوین - 4 للرؤوس. ؛ 


إن الطريقة التى اتبعها أبيل وهيكن لاتختلف؛ من الناحية النظربة؛ كثيراً عن طريقة 
کمی: ولهذا, فسوف نبدا بشرح محاولة كمي لاجل ان نفهم خطة ايل وهيكن في 
إلبات مسالة الالوان الاربعة . 

برهان كمبي : يبدا كمبي البرهان باستعمال صيغة أويلر. فاذا كان 6 يان مستوياً 
اعظمياً عدد رژوسه » وعدد حافاته وعد د أوجهه ۶ فان. 


2 ے ] + ۳0 - 8 


بما أن تخم كل وجه من أوجه 6 هومثلث ۰ وكل حافة تشترك بين تخمي وجهين 
فقط . فان !3 = 2۳7 . واذاكان ,4 عدد الرؤوس بدرجة : . فان 


2 1 ۵ = 2m. 


i=0 


۳ ۹ ات 
وبالتعویض في صيغة اوبلر » نحصل, عل 
,12 = ,6-1(4) شم 


ي أن 
,12 ے(. +اوق 3 + يق 2 +به) و4 + يق 2 + وق 3 + و4 

لان 0= رب = رم لعدم وجود رؤوس بدرجة صفر آوواحد في © . من هذا 
نستنتج انه يجب ان يكون واحد على الاقل من الاعداد و© ۵ .و4 :ر0 

۳۷ 


حسم 


موجباً. بمعی آخرء يجب أن يحوي 0 واحداً على الاقل مسن 
البيانات H;, H,‏ ,"کا H,,‏ المبينة فى الشكل (7-5) 


>^ 


1 


. 0 


شکل (5 -7) 


نفرض أن هنالك مثالاً مناقضاً ( counter ٤91١‏ ) ليكهن الالوان 
الاربعة ‏ ثم نبرهن على أن هذا غير ممکن وذلك بطريقة ة التناقض . 


لیکن ۲ بياناً مستوياً خالياً من اللفات مناقضاً لتكهن الالوان الاربعة وباقل 
عد د من الرژوس . اذا لم يكن ۲ أعظمياً . نضیف اليه بعض الحافات . بدون 
اضافة رؤوس : بحيث يصبح أعظميا . اي کل أوجهه مثلنيه . لنرمز لهذا البيان الناتج 
ب 7 . واضح من هذا الافتراض أن : كل بیان مستوالذي عدد رؤوسه اقل مسن 
عددرژوس 7 قابل التلوين _ ۾ للرؤوس . ولكن 7 نفسه ليس كذ لك . 


۲۸ 


اذا إحتوى 7 على ,۲ أو 11 کات جزي ۰ فان لزالة ۷ من کت 
مع کل الحافات الواقعة عليه : تنتج بياناً مستوياً "1 عد د رؤوسه أقل من عد د رؤوس 
٢ء‏ وبذلك يمكن تلوين رژوس “7 باربعة الوان . ولا كان الرأس ‏ بدرجة 
لاتزيد على 3 : فیمکن تلوين الرأس , بلون يختلف عن الوان الرژوس الجاورة 
له . وهكذا نحصل على تلوين لرژوس 7 باربعة الوان . وهذ! يناقض افتراضس 
کون ٦‏ غير قابل التلوين - 4 للرؤوس . هذا التناقض ينبت عدم امكانية احتواء 
٦‏ على ,1 او ر۴ كبيان جزئي . 


اذا احتوی ۰ ٦‏ على ,لا کبیان جزئي . فاننا نتبع طريقة ممائلة . فنزيل 
الرأس 7 من 7 مع الحافات الواقعة عليه . ونرمز للبیان الناتج ٠٦‏ . لا 
ماکان عد د رژوس ۲۳ اقل من عدد رژوس 1 ۰ فان ۳ قابل التلوين -4 
للرؤوس . اذا لم تكن الوان الرژوس ولا .ولا .ونا رن ( انظرالشکل (5 -7) 
مختلفة . فانه يتوفر لدينا لون من الالوان الاربعة نعطيه الى 7 . وبذلك يصبح 
0 قابل التلوين -4 للرؤوس . اما اذا كانت الوان اارؤوس ولا .ولا .ونا Uy.‏ 
مختلفة . ولتكن ‏ بر رہہ على الترتيب . فاننا نفرض أن درا 
هوالبيان الجزئي من “1 الکون من الرؤوس الملونة ب »> او ,» مع الحافات 
التي تصل رأساً لونه ,> برأس لونه ,× . وبالمثل . نعرف )را1 . اذا لم يكن 
هنالك درب في ,۸ بين إن و دا . فانه یمکننا اعادة تلوين الرؤوس في 
المركبة التي تحتوي على ,نا بتبادل اللونين ,2 وی كل محل الاخر . وعند 
ذلك يصبح الراس ٠١‏ باللون ,> . وفي هذه الحالة يتوفر لدينا اللون 2 الذي 
نعطيه للرأس ب . وبالٹل . اذا لم يكن هنالك درب في ,,1] بين الرأسين رد و 
د .فیمکننا اعادة التلوين بحيث يتسوفرلدينا ( 2ي نعطي هللراسن” 


اما اذأ كان هنالك درب بين رلا و پا في »۳ ۰ وبنفس الوقت بوجد درب 
في را1 ین بل و ونا . فيجب ان يشترك الدربان برأس w‏ الان ۲۷ 

مستو. ولکن هذا غیرممکن لانه سوف يصبح للرأس × لونان مختلفان . وهکذ ۱. 
في كل هذه الحالات . يمكننا تلوین رژوس 7 ہما لايزيد على اربعة الوان . وهو 
مايناقض فرضنا . عليه . لايمكن ان بحتوي ٦‏ على ۴١‏ كبيان جزئي . 


۳۹ 


لائبات عدم احتواء ۲ على ما1 کبیان جزئي ٠‏ استخدم كمي نفس الطريقة 
التي إتبعها عندما افترض وجود ,11 في 7 ء وهنا وقع في الخطأ . ولو أنه تمكن 
من إثبات هذا الجزء بدون خطاء لتم له برهان التحزر باثبات عدم وجود هكذا 
بیان 7 ۰ 


ومع أن هنالك خطاً في برهان كمبي ۰ فان تعديلاً بسيطاً على طریقته أدى الى 
برهان مبرهنة الالوان الخمسة . كما أن طريقته هذه كونت الاساس لكثيرمن الاعمال 
والنتائج المتفرعة عن مسألة الالوان الأربعة . 


اذا أمعنا في النظرالى طريقة كمبي لوجد نا أنها تتكون باختصار من خطوتين : 
0 ایجاد مجموعة 1 من يانات [ بطلق عليها لاتجنبية ( (unavoidable‏ 1 
بحيث ان کل بيان مستو أعظمي بحتوي على واحد منها : على الاقل كبيان جسزئي . 
رب الات ان کل بیان في تا قابا للاختزال (عاطنعدع:) ع أي لایمکن 
ان یکون موجود ا كبيان جزئي في أصغر مثال مناقض للتحزر . [ اي أنه اذا وجد 
منال مناقص يحتوي على أي من البيانات اللاتجنبية ۰ فیمکن اختزاله الى منال 
مناقض أصغر منه - من ناحية عد د الرژوس . ] 


لقد كانت المجموعة تا التى اوجدها تتکون من أربعة بیانات فقط ١‏ 

۲ ھا ں وهي 

المبينة في الشکل (7-5) . ولکنه لم يستطع أن يبرهن على ان البيان +51 قابل 
للاختزال » ولذلك فان محاولته هذه لم تؤد الى البرهان الصحيح . 


نجح أبيل وهيكن في اتباع طريقة ة مماثلة لطريقة كمي ولکن بایجاد مجموعة" 1 
من بيانات لاتجنبية تتكون من 1939 بياناً .( لقد أثبت مؤخراً انه يمكن اختضارها 
الى ما يقرب من 1400 بيان ) . 
لبرھان على ان كلاً من هذه البیانات اللاتجنبية قابل للاختزال يتضمن جهداً كبيراً جداً 

أنجز باستعمال الحاسبة الالكترونية .ولو لم تكن الحاسبة الالكترونية المتوفرة حالياً 
ذات كفاءة كافية لتقبل هذه البيانات » لما امكن حل المسألة .ان کلا من البيانات 
اللاتجنبية التي عالجها أبيل وهيكن كان محد وداً بتخم يتكون من 14 رأساً أو 
أقل > أحد هذه البیانات مبين في الشكل (5- 8) . 


۳۳۰ 


كما سبق ان ذکرنا » فان برهان أبيل وهیکن یتکون من الخطوتین الاساسیتین ‏ ۱) 
و( ب) .کل من هاتین الخطوتین مباشرقبحدذ اتها؛ولکن‌التد اخل‌بینهما معقد. وقد عمل 
أبيل وهیکن عملاً كبيراً نوعياً وكمياً لاجل التغلب على هذه الصعوبة .ولکن ۰ مما 
يؤسف له ان برهانهما مطول جداً » ولذ لك يصعب التحقق منه ۰ كما أنه لابعطینا 
تفسيراً واضحاً عن سبب کون الننتيجة صحيحة .هذه » في حقيقة الامر . لادعط من 
روعة ما حققه أبيل وهیکن باثاتهما مبرهنة الالوان الاربعة . 





شكل (8-5) 


تمارين (3-5) 


(1) 'ستخدم ما لايزيد عن اربعة الوان لتلوين رژوس البيان في الشكل ( 5 -8 ) 
(2) ابت اه یمکن تجزئة مجموعة رژوس أي بيان مستو الى اربعة مجموعات 


۳۳۹ 


جزئية غير خالية ومستقلة . 
)3( اذا علمت ان عد د تلوین رژوس بیان © لایقل عن 5 » فاثت ان ) بحتوي 
على بيان جزئي يكافيء توب لوجياً وکا او Kgs‏ 


8# رد - 4) تلوين الحافات : 


لقد كانت الغاية من دراسة تلوين الحافات الوصول الى حل غير مباشر لمسألة 
الالران الاربعة > كما سوف زلاحظ ذلك في مبرهنة تيت (P. Tait)‏ « التي 


تنص على تکافز تکهن الالوان الاربعة مع تکهن بخصوص تلوین الحافات للخرائط. 
التكعيبية ہما لایزید على ثلاثة الوان . 


سنفترض في هذا البند أن البيانات التي سنعالجها لاتحتوي على لفات . بصورة 
عامة ء يمكن ان تحتوي هذه البیانات على حافات مضاعفة . 


يقصد بتلوین ای اؤات نیان © تعيين الوان لحافات نا بحیث أن كل 
حافتین متجاورتین لهما لو نان مختلفان . ويقال أن © قابل التلوین - 8 للحافات 
اذا امکن تلوین حافاته بما لايزيد على ۲ من الالوان المختلفة . واذاکاڈ 6 
قابل التلوین - ا للحافات ولکنه لیس قابل التلوین -  )1-1(‏ للحافات › 
فیقال ان عدد تلوین حافاته 6 هو ۲ ٠»‏ ونرمز لهذا العدد بالرمز (8)6 . 





واضح أنه اذا كان 6 قابل التلو ين -1 لحافات ۰ فانه يمكن تجزئة 
مجموعة حافات 6 الى 1 من المجموعات الجزئية غير الخالية والمستقلة 
( اي أن حافاتها غير متجاورة بعضها مع بعض ) . 
لقد أعطي في الشکل (9-5) بیان © قابل التلوين -5 للحافات › 
2 اس أن 4 = (0) م2 ے ‏ وقد رمزللالواتب وميه مود موه بربه. 
YY‏ 


e )6( < م٠‎ 


وبذ لك ء فان 


€ (G) > ,م‎ ...)1-5( 


حيث أن م هي الدرجة العليا لرؤوس ى . 





المبرهنتان الاتيتان تزود اننا بعد دي تلوين حافات البيانين ,۴« ,كط 
مرهنة (5 -9) : عدد تلوين حافات البیان التام 16 هر 


عند ما يكون « زوجياً و1 - 1 1 ۱ 7 ٩)‏ 
عند ما يكون «فرديا n,‏ 


البرهان : 

(أ) لیکن «عدداً زوجياً . آرمز لرژوس 1 بالاعد اد 1 - 9 ,...,1,2 ,0 

وضعها مرتبة كما في الشكل (5 - 10 ) بحيث أن البعد بین كل رأسين متتابعین على 
الد اثرة ثابت . سنرمز للحافة التي تصل الرأسنبالرأس ز بالزوج غيرالمرتب [1,1] . 
نعطي اللون الاول » ,»> > للحافات 





1 1 + یج ] .21 -هرة] 1 25-1 ][ 0,1] 


۳۳۳ 





8/2 +3 


9/2 +2 2/2 - 1 





وهي المرسومة بالخطوط السميكة في الشکل (5 -10) ٠‏ وهذه تشکل المجموعة 
الجزئية المستقلة الاولی . 


نضيف ( بمعیار ۱ ¬ ) العدد 1 الى کل من أرقام الرژوس . ماعدا لصفر . 
فی المجموعة الجزئية المستقلة الاولى 3 فنحصل عل المجموعة الجزئیة المستقلة 
الثانية 3 رھی : 


| 0.2]. 3.1 TT 


رهي الرسومة بالخطوط الرفيعة في الشکل (5 -10) : ونعطي لهذه الحافات اللون 


واضح نا نحصل عل هذه الحافات من ندویرالحافات في المجموعة الجزية الأول حول 
الدائرة باتجاه حركة عقرب الساعة بزاوية مقدارها (27/)0-1. 


۳۳۶ 


وهکذا . من الجموعة الجزئية الستقلة الثانیة نحصل على الجموعة الجزئية الستقلة 
الثالثة ۰ ونستمرفي هذه العملية (1 - «) من الرات . حتی تحصل على (2-1) مسن 
الجموعات الجزئية الستقلة ء وفي کل منها2 / من الحافات . وفي كل مرة ء يعين لون 
جدید لكل من الحافات في الجموعة الجزئية الستقلة التي تم الحصول علیها في تلك 
الخطوة . واضح أنه لاتوجد حافات لونت مرتین ۰ والسبب هوان الحافات في كل مجموعة 
جزئية مستقلة تصنع زاوية مع الافق تختلف عن الزاوية التي تصنعها الحافات في مجموعة 
جزئية مستقلة اخری . ولا کان عدد حافات ہکا هو 2)2-1(/2 .فان کل حافة فى 
,ا أعطيت لوناً واحداً فقط . وبذلك ٠‏ فان ۱ 


0-۰ > (ب) 5 


ویما ان درجة كل رأس في ,× هو(1-م). فانه بموجب (5 -1) ينتج ان 


11-1 سے (ہ کا ) ۶ 


(ب) لیکن « عدداً فردياً . بموجب فرع () 
۰ ے ربکا )6 
وبازالة رأس ما مع كافة الحافات الواقعة عليه من ,بر . نحصل على ,۸ 
وبذلك . فانه بموجب (1-5) 
۰ كع (,کا) > 8-1 
ولکن . عد د الجافات في ایة مجموعة جزئية مستقلة للبیان رکا لایزید على 2 /(۱ -8) 
عندما یکون ۰« فردياً .لذلك . لایمکن ان یکون عدد تلوین الحافات (۱ -0) ۰ 
والا أصبح عدد حافاته ,۴ لايزيد على 2/ 1(2 - م) .اذا 


1 ۲ عم ِ5 
وبهذا يتم البرهات . 
لاجل ان نستعرض عدد تلوين حا فات بیان تنائي التجزئة . نحتاج الى شرح 
سریع لموضوعالتزاوج(اوالتوافق )الام ( the complete matching‏ )۰ 


سنرمز للبيان الثنائي التجزنة الذي مجموعتا رژوسه المستقلتان هما ,۷ ود۷ 
بالرمز ۱ ,۷ .,۷ )6 


۳۳۵ 


۶۵ نظ ة السانات 


یعرف التزاوج التام من ,۷ الى ,۷ في (۷,,۷)ن بأنه تباین متقابل 
بين ,۷ ومجموعة جزئية من ,۷ بحيث ان الرژوس المتقابلة متجاورة .واضح ان 
وجود تراوج تام من ,۷ الى ر۷ في (ر6)۷,,۷ يعني وجود مجموعة 
مستقلة من حافات (,۷ , ,۷ ) 6 بحیث ان کل راس في ,۷ واقع على واحدة فقط 
من تلك الحافات في المجموعة المستقلة . بطبيعة الامر › ان وجود تزاوج تام من ,۷ 
الى ,۷ يعني اذ |,۷| > |,۱۷ ۰ اي ان عدد رژوس ,۷ لایزید على عدد 
رژوس ۷ . 


مبرهنة( 5 - 10 ): يوجد تزاوج تام من ,۷ الى ر۷ في البیان الثناني التجزئة البسيط 
(ر۷,,۷) 6 اذا واذا فقط 


۱۸| > ۸۷۰ 


لكل مجموعة جزئية ۸ من ,۷ ۰ حيث أن (۸) # مجموعة کل الرژوس في ,۷ التي 
يكون كل منها متجاور مع راس واحد على الاقل من الرژوس في ۸ . 


البرهان : 

واضح ان برهان الجزء الضروري مباشر : فاذ | وجد تزاوج تام من ۷۱ الى ۷ في 
(ر00۷,,۷ .فان |(4) 4| > |۸| لكل ,۷> ۸ . وذلك من تعریف التزاوج 
التام . 


والان نبرهن على أن الشرط كاف وذ لك باستخد ام طريقة الاستقراء الرياضي على 
عدد رژوس ,۷ . لفرض أن ١,‏ = | ,۷ | . البرهنة صحيحة عندما | = ١,‏ . نفرض 
أن الشرط كاف عند ما یکون عد د رژوس ,۷ آقل من n,‏ .ونبرهن على أنه كذ لك 
عند ما يكون عد د رؤوس ,۷ هو ٥,‏ . لأجل إثبات ذلك نلاحظ الحالتين الآتيتين : 


(أ) عندما 1 + ۲ < |(4) 4| لكل مجموعة جزئية 4 مكونة من ٠‏ من عناصر 
۷۱ے حيث أن ,2 > » > 1 . في هذه الحالة نأخذ أي رأس ٠,‏ من ,۷ مع أي رأس 
مجاورله دلا من ر۷ . البيان الثنائي التجزئة (: ۱۰۷ 6)۷ الناتج من (۷ 6۷,۰ 
بازالة .نا ورن مع كل الحافات الواقعة عليهما . يحقق شرط البرهنة . لذلك . بموجب 
فرض الاستقراء الرياضي . يوجد تزاوج تام من :۷ الى :۷ في (ع۷, )6)۷ :الذي 

۳۳۹ 


يؤدي الى تزاوج تام من 7 الى ۷۰ في (ر۷,۷) 6 بعد إضافة اتقابل رن مي رن 
اليه. 

(ب) عند ما توجد مجموعة جزنية 4 مكونة من 1 (حيث أن ,3 > »)من عناصر 
,۷ بحیث أن ۲ = |(4) 4 | . عندئذ ۰ یمکننا ایجاد تقابل متباين بين ۸و (۵)۸ 
بحيث أن كل رأس في 4 يقابل رأساً في (۸) 4 متجاوراً معه ۰ وذلك بموجب فرض 
الاستقراء الرياضي . لیکن ( ۷٠. ۷١‏ ) 6 البيان الثنائي التجزئة الناتج من (,۷,۷) © 
بازالة الرؤوس في كل من 4 و(4) 4 مع كافة الحافات الواقعة عليها . علماً أن 
۸ے (AV‏ 4 ۰۷-۷ اذاكانت 8 أي مجموعة جة مكونة من من عناصر 
۲ء فان في البيان ( ر ۶ يكون |(4)8 | > |8| . لان خلاف ذلك 


يژدي الى 
رھ ¢ نا (A)‏ ¢| > |نهان | + إنهان | > +k‏ م - |۱۸۷۲ 


> ۸ ۱۰ 


وهو يناقض شرط البرهنة الفروض صحيحاً في (,۷,.۷) 6 . وعلیه . فان شرط 
البرهنة يصح على البیان الثنائي التجرئة ( 2 ۷۶ . ولا كان عدد عناصر ۷ هو 
«Nn, - k‏ أي أقل من ,8 . فانه بموجب فرض الاستقراء الرياضي . يوجد تزاوج تام من 
۷١‏ الى ۷ في ( ۷.۷ ) 6: هذا التقابل المتباين مع التقابل المتباين من ۸ الى 
® الذ ي سبق ذكره . ينتجان تزاوجاً تاماً من ,۷ ا ی ولا في (ر۷,.۷ )6 

وبهذ ا يتم البرهان .8 


یطلق عل البرهنة( 5 - 10) «مبرهنة هول للزواج» ) Half's marriage theorem‏ ( 
وسنذکر في الفصلین السادش والسابع بعض استعمالات هذه البرهنة في مواضیع اخری 
في نظربة البیانات . 


نتيجة (2-5 ): : اذا كان البيان الثنائي التجزئة ۱ 6)۷,۱۷ بسيطأ ومنتظماً بد رجة 
ط .وان "= ۷۱| ۱۷۱ . فانه توجد في ۷٠(‏ .۷ ) 6 مجموعة مكونة من م 
من الحافات الستقلة . في حقيقة الامر . کل رأس في ر ۷ . ,6)۷ واقع على واحدة 
فقط من هذه الحافات المستقلة . 


۲۲۷ 


البرهان : ماکان ( ,7/,.9) © منتظماً بدرجة ٥ء‏ فان لكل مجموعة جزئية ۸ 
من رژوس ,۷ ۰ یکون مجموع درجات رژوس ۸ هو | ۰۱۸ . اذا کانت (۵)۸ 


مجموعة الرژوس في ,۷ التي كل منها متجاورمع رأس واحد على الاقل من رژوس ۸ ء 
فان 


| ۵ )۸(۱ < ۰۱۸۱/۱۸, 


1 لان درجي كل رأس هي بر . وعلیه » فان (ر۷,۷) 0 ' يحقق شرط البرهنة(۰)10-5 
وبذ لك بوجد تزاوج تام 2 أي توجد مجموعة مكونة من من الحافات المسحقلة. 


نتيجة( 5 - 3): اذا كان (ر۷,.۷) 6 بياناً ثنائي التجزئة . وان م هي الد رجة 
العليا لرؤوسه > فان هنالك مجموعة مستقلة من حافات ( 61۷,۰۷ بحيث أن کل 
رأس بدرجة 2 بقع على واحدة من هذه الحافات . 


البرهان مباشر ونتركه للطالب كتمرين . 


الآن مهیژون لانبات المبرهنه الاتية وهي الت حافات البيانات 
خن تخص تلوين 
الثنائیة التجزئة . 


مبرهنة( 5 -11 ): اذا كان البيان الٹنائی التجزئة © بسيطاً . وکانت 0 الد رجة العلیا 
لرژوسه > فان 
p.‏ = (۶)) » 


البرهان : نستخد م طريقة الاستقراء الرياضي على ص . عدد حافات 6 . 


واضح أن البرهنة صحيحة اذا كان 1 = " : ولفرض انها صحيحة لكل بیان 
ثنائى التجزئة الذي عد د حافاته اقل من م . ولناخذ البيان ن الثنائى التجزئة الذي عدد 
"رژوسه م: , بموجب النتیجة( 5 - 3 ). توجد مجموعة ‏ من الحافات المستقلة بحيث أن 
كلرأس بدرجة م بقع على واحدة فقط من هذه الحافات المستقلة . لیکن 0 البیان. 
الثنائي التجزئة الناتج من ن بازالة كل حافات ع . واضح أن( 1 - م )هي الدرجة العليا 
لرؤوس ن . ولا كان عد د حافات "ز) هو | ع | - 2 . فانه بموجب الاستقراء الرياضي . 
۸ : 


یکون 


 - 1.‏ < ( )ا 
وباعطاء لون جد يد لكل من ا حافات في الجموعة الستقلة ‏ . نستنتج أن 
۰ > (ماع 
وهکذا » بموجب (1-5): ینتج 
۰ = رماع 
نتيجة 5 - 4) 
e‏ 


max {m,n (‏ = رركا ) 6 
ينتج البرهان مباشرة من المبرهنة (11-5): 


ملاحظة : المبرهنة( 5 -11)صحيحة أيضاً عند ما يكون البیان الثنائي التجزئة © 
مضعفاً . (انظر الصدر[2].) 


المبرهنة الآتية تعطينا أدق قيد ين لعد د تلوين حافات بیان كيفي . 


مبرهنة( 5 - 12):- (تعود الى ماع۷ ء سنة 1964)-اذا کان ن بياناً بدون 
لفات › وکانت 7 الد رجة العلیا لرؤوس جج فان 


(2-5) سس ,7+ > 206 > 2 


7 = max 7 )۷, ۷۰ ( 
ع بتارلا‎ ۷ (G) 


وان (نا,ل1) 7 هوعد د احافات التي تصل الرأسين vu‏ . 


البرهان مطول بعض الشيء ويعتمد على نتائج لم تعط في هذا الكتاب ؛ ويمكن 
للقارىء الاطلاع عليه في المصدر [11]. 

واضح انه اذا كان 6 بسيطا . فان 1 = 7 وعند ذلك ينتج 

(3-5) یی ۰ ۰ .۲+۲1 > 206 > ۲ 

قبل أن يتم اثبات مبرهنة الالوان الاربعة للخرائط الستوية ‏ برهن المختصون في 


۳۳۹ 


نظرية البیانات العدید من العبارات المكافئة لمسألة الالوان الاربعة » ومنها البرهنة : 


١‏ نکهن الالوان الاربعة للخرائط الستوية تکون صحيحة اذا واذا فقط 3 = (6) ه 
لكل خارطة مستوية تكعيبية 6 . » 


وبعد ان تم اثبات أن كل خارطة مستوية تکون قابلة التلوین - 4 للاوجه » أصبح من 
غير الضروري دراسة تلك العبارات ا مکافثة لقضية الالوان الاربعة .ولکن . قد یکون 
مفيداً أحيانا ذکر بعضها بصيغة جديدة على ضوء مبرهنة الالوان الاربعة . فمثلاً ؛ من 
البرهنة المذكورة اعلاه نصوغ البرهنة الاتية : 


مبرهنة (13-5) : لكل خارطة مستوية تكعيبية » »6.یکون 3 = (6) ع 


ال هان : لا کانت ن خارطة مستوية ء فان 6 قابلة التلوين - 4 للاوجه . 
دعنا نعبر عن الالوان الاربعة للاوجة بازواج مرتبة كالاتي : 


.)0,0( = 9 (1,1) > ۱( 0,1) = 6 ,(1,0) = به 


اذا كانت ٥‏ حافة مشتركة بين تخمي وجهين احدهما بلون 7 والاخر بلون 7 ۰ فاننا 
نعطي ل » اللون ر + م ( معيار2) » أي ب . وهكذا باللسبة لكافة حافات ن . ونظراً 
لعدم وجود برازخ في ى ء فان الالوان التي سوف تستخدم لتلوين الحافات بهذه الطريقة 1 
هي «ژره »كما موضح في الجدول الاني : 





ہما أن 6 تكعيبي 3 فانه عند كل رأس توجد ثلائة آوجه متجاورة مثنى مننی ء وعلیه 
کل حافتین متجاورتین تقعان سوية على تخم وجه واحد فقط [ انظرالشکل (5- 11) ۲ 
وهكذا لایمکن أن تأخذ حافتان متجاورتان نفس اللون بهذه الطريقة . وبهذا يتم البرهان 8 


۲۳۰ 


شکل (5- 11) 


تمارین ( 4-5) 


(1) احسب عدد تلوين حافات البيان العطی في الشکل (5-5) ء وکذ لك بیان 

(2) جد عدد تلوین حافات كل من البيانين في الشکل (5 -12) . ماذا تستنتح 
بالنسبة للعلاقة (2-5)؟ 

(3) في مدرسة ما ؛ يجري امتحان شفهي في نهاية كل عام درامي . اذا علمت ان 
كل صف یمتحن من قبل مدرسيه . كيف یمکن برمجة الامتحانات بحیث 
تنتهي الامتحانات بأقل عدد من الايام » علماً بن كل صف لا يمتحن في اكثر 
من مادة واحدة في اليوم » كما ان كل مدرس لا یمتحن اكثر من مادة واحدة في 
اليوم . [ تلميح : کون بیانا ثنائي التجزئة وجد عدد تلوين حافاته 


8 كل 


شكل (12-5) 
۳۳۹ 


چیم e )0( =¥ (1(G)),‏ 
حيث ان (1)6 هوبیان الناقلة للبيان ي . 
(5) جد کل البيانات التي عدد تلوين حافاتها هو 2 . 
)6( ليكن 6 أي بيان نحصل عليه من وكا بازالة مالايزيد على( 1 - «) من 
الحافات . اثبت ان 
2n + ۰‏ = (م)ع 


(7) برهن‌اللتیجة ( 5 - 3 ). [ تلمیح : اثبت ان هنالك بیانا ثنائي التجزئة بسيطا 
منتظماً بدرجة م وبحتوي على( ,۷,,۷) © كبيان جزئي . ] 

(8) يقال لبيان مضاعف © انه حلقة (28) اذا كانت عملية ابدال كل حافة 
مضاعفة بحافة بسيطة واحدة فقط تختزل 6 الى دارة بسيطة . ويقال للحلقة انها 
زوجية (فردية ) اذاكان طول الدارة البسيطة التى تختزل اليها الحلقة زوجيا ( فرديا )- 
اذا كانت م الدرجة العلیا لرؤوس حلقة ۲ > فابت ان م = (۶)ء لکل 
حلقة زوجية ۲ . 

(9) لیکن ى بيانا مضاعفا بدون لفات الدرجة العلیا لرژوسه هي 3 . 
اثبت ان (0): هو 3 او 4. 


(5 - 5) حدودیات التلوین 


سبق ان درسنا في البنود السابقة ثلاثة أنواع من تلوینات البیانات ۰ وکنا نبحث عن 
تلوين لبيان بعد د معين من الالوان . وقد يكون من الطبيعي ان ندرس عد د الطرق لتلوين 
بیان مابعدد معين من الالوان . وسوف نركز في هذا البند على تلوين الرژوس فقط › 
ولهذا فسوف نفترض أن البيانات موضوعة هذه الدراسة هي بيانات بسيطة موسومة . 


لقد درست حدوديات التلوين لاول مرة من قبل بيركوف ‏ (اهطاءن8 .6 ) 
سنة 1912 في محاولة للوصول الى حل لتكهن الالوان الاربعة . 


لیکن ی بیاناً بسیطا موسوما.يقال لتلوينين ,» و وت لرؤوس ی ب رمن الالوان 
انهما مختلفان اذا وجد في ى رأس موسوم أعطي لون في التلوين ره یختلف‌عما أعطي 
۳۳۲ ۱ 


له في التلوین ,© 

نعرف دالة تلوین بيان 6 »التي نرمز لها (ز :0 ) ۶ ء بانها عدد التلوینات 
الختلفة لرژوس ü‏ ب زمن الالوان. طبيعي ان في كل تلوین للرژوس ۰ اي رأسين 
متجاورین یلونان بلونین مختلفین »كما سبق ان شرحناه في الیند ( 5 -1) . 


واضح أن0 = (2: 6)ط اذا کان 2 < 0 7 ؛ كما أن (6) 7 
هو أصغر قيمة صحيحة موجبة ل ر بحيث ان 0 < (2: 6) ۳ .وعلیه » فان مبرهنة 
الالوان الاربعة تزکد أن 0 < (4: ۶)6 لکل بيان مستو © خال من اللفات . 


ولاجل توضيح مفهوم د الة التلوين ء نأمل البيان التام یکا الوسوم والمبين في الشکل 
(13-5) .یمکن تلوين الراس ن باي من الالوان 1 . وعندما يعين لون ل داء يمكننا 
تلوين الرأس + باي من الالوان الباقية التي عددها  )۸-1(‏ وهكذا يمكن تلوين 
الرأس س بأي من الالوان (1-2) . وعلین ء یمکن تلوين رؤوس ,× ب 
(1()۸-2- 22۸ من التلوينات المختلفة . أي أن 
(2 - )10۸-1۱ = (۸: 16 ) ۳ 


ولا 


u 


شكل (14-5) شکل (13-5) 


باتباع نفس الطريقة التي استخدمت لایجاد (24 : 125 ) ۳ مخصل على 
P(K,:4)=2(4-1)(4-2)...(4-n +1).‏ 


اذا كان .کا البيان الکون من « من الرؤوس ا نعزلة ۰ فان كل رأس يلون بأي من 
الالوان التى عددها 2 ء ولذ لك فان 


۳۳۳ 


Ar.‏ = (2: 1 ) ظ 
ومثال توضيحي آخر ء تأمل الشجرة 5 البينة في الشکل( 5 - 14 » تجد أنه یمکن 
تلوين اراس + باي من الالوان التي عددها 2 : وبعد ها يمكن تلوین أي من الرژوس 
الثلاثة الاخری باي من الالوان الباقية التي عد دها(1 - ۸ ). وعلیه » فان عدد التلوینات 
الختلفة هذه الشجرة هو 
P(T;A4)=4(4-1)3.‏ 


في حقيقة الامر هذه هي صيغة عامة لکل الاشجار ء كما مبين في البرهنة الأتية. 


مبرهنة( 5 - 14 ) : اذا كانت ٦‏ شجرة عدد رژوسها ۰ فان 
11-۰ <(7:2) ظ 
البرهان : نتبع طريقة الاستقراء الرياضي على عدد الرژوس ۰ . واضح أن البرهنة 
صحيحة عند ما یکون عد د الرؤوس 1 أو2. لفرض انها صحيحة لكل الاشجارالتی عد د 
رژوسها أقل من « ء ونأخذ ۲ التي عد د رژوسها م . معروف أن 7 تحتوي على رأس ء cu‏ 
درجته .1 . لتكن ۲ الشجرة الناتجة من ۲ بازالة نا مع ا حافة الواقعة عليه . بموجب فرض 
الاستقراء الرياذ 
e‏ 77 -- 7)۸ <(2: ")2 
لكل تلوين لرؤوس "۰-7 يمكن تلوين الرأس ن ب( 1 - 4 )من التلوينات المختلفة › لانن 
متجاور مع رأس واحد فقط من رژوس ۲ . لذلك › فان 
۰ - )۸ 2 (2۸: ۲ ۸-1(۰۳) < (7۲:2) ظ 
وبهذا یتم البرهان . ا 


ما تقدم من شرح ومن المبرهنة( 5 - 14 » نلاحظ أن دالة تلوين البيان التام ہکا 
ولاي شجرة » هي حد ودية من الدرجة 2 ب ز + وهذا ماسنبرهنه بصورة عامة على كل 
بیان ې . ولکن قبل هذا ۰ نبدأ بالبرهنة الساعدة الاتية. 


مبرهنة( 5 - 15 ) : لیکن ى بياناً بسيطاً فيه لرأسان ں و « غیرمتجاورین . لیکن ,6 
REIT‏ ۱ فن 199 ۰ 4 2 ۲ 3 
البيان الناتج من ى بوصل ن و " بحافة » وليكن ر6 البيان الناتج من ى بتطابق الراسين 
ن وپ مع ابدال كل حافة مضاعفة ناتجة بحافة بسيطة . عند ند 
.)4: یہ) ۶+(ز: ,۶۷9 P(G:;:4)=‏ 
البرهان : فى أي تلوين مقبول لرژوس » ما أن يكون الرأسان دو + بنفس اللون 


۳۳ 


أويكونان بلونين مختلفين . عد د التلوينات المختلفة ل 6 التي فيها الرأسان ناو ب بلونین 
GCSE‏ 09 6 للبیان ,6 ا د ارات ی 


يمكن تطبيق هذه البرهنة على أي بيان © غير تام » فنحصل منه على بیانین ,6 و 
٠‏ رن بحيث أن دالة تلوين ن البيان 6 تساوي مجموع دالتي تلوين ,6 و 6 . فاذا كان 
© أو ر6 غير تام » نعيد تطبيق المبرهنة مرة أخرى على ,6 أو ي© . وهكذا نستمر 
حتى مخصل في الاخيرعلى بيانات تامة مجموع د وال التلوين ها يساوي دالة تلوين البيان . 
ولا كانت دالة التلوين لأي بيان تام ء بک هي حد ودية بدرجة ۲ فان (2: 0) 5 
هي حد ودية . وهكذا مخصل على النتيجة الآنية . 


نتیجة( 5 - 5) : دالة التلوين ۰ (2)6:2»ء لبيان 0 هي حدودية ب ز . 
وبناء على ذلك ۰ سنطلق على (6:4 ) ۴ حدودية تلوين البيان 6 . 


ولاجل توضيح كيفية إستعمال المبرهنة( 5 - 15 )لايجاد (4: 5)0 لبيان معلوم 

6» نتبع وسيلة زيكوف ( 23107 ) التي يستعمل فيها البيانكممثل خد ودية التلوين له" 

ب 2 من الالوان . سنؤشرعلى الرأسين غير التجاورین العینین في كل خطوة ب دنو ». ولقد 

ذکرنا في الشکل(15-5)خطوات ايجاد حدودية تلوين البيان © بدلالة سرت 
تلوين بيانات نامة . ومنها خصل على 


P(G;4) =P(Kg;:4) + 45 )16:2( + 25) :2( 
روز ور وزرب‎ EUS FAA] 


(6 + 52-*2-1()2-2()2-3()2) 2 = 
. .9612-2 + 9723 - 4774+ گر 11 - 16 = 


لاحظ أن هذا البيان ی هو بیان مستو بحتوي على »۴ کبیان جزئي ء لذ لك فان 
4 = (6)سویفق هذا مع الناتج الذي مخصل عليه من (, 6 ) 5 عندما نعوض 
4 = ۸ حيث نجد ان 48 = (4: 6 ) م. 


وبذلك ۰ فان هنالك 48 طريقة مختلفة لتلوین رژوس ن بأربعة الوان . 


1 + >+ XÎ 
Ê 
بے‎ “XK 


شكل (15-5) ايجاد حدودية لونية 


۲۳۹ 


لحدوديات التلوين خواص عديدة ۰ محض منها بسيط وینتج مباشرة من البرهنة 
( 5 -15) . البرهنة الآتية تتضمن بعض -ه الخواص . 


مبرهنة ۲ 5 -16): اذا کان © بیانا بسیطا عدد رژوسه < . وعدد حافاته مس 
وینکون من المركبات ,6 ..... ر6 ۰6۰ فان حدودية التلوین (1 :6 ) ۶ تحقق الخواص 
التالية 
رب) معامل "م هو | 
(ج) معامل ۸° هو صفر : 
(د) معامل 2۳.۱ هو" . 
ره 


0:۸۱ ) ۳ .02:2۱ )۳ (۳):2۸ د (0:۸) ۲ 


البرهان : في برهان المرهنة (5 -15)لاحظنا انه یمکننا کتابة ‏ (۴)6:2 
کمجموع حدودیات تلوین بیانات تامة عد د رژوس کل منها لایزید على 7 . وان أحدها هو 
,کا الذي يظهر في ذلك الجموع مرة واحدة فقط . 
من ذلك نستنتج صحة الخواص (أ) و(ب) و (ج) . 

لاثبات الخاصية (د) نتبع طريقة الاستقراء الرياضي على ص . 

" فاذا کان 1  <‏ . فان 


۰( 1 - 12 2۳ , :۲)0 
وبذ لك يكون معامل 2۳7۱ مساویا ل 1-. 
والآن نفرض ان هذه الخاصية صحيحة لكل بيان © عدد حافاته لايزيد على ( | - (m‏ 
لتكن [ ١‏ .نا ] حافة فى البيان © الذي عدد حافاته 0: . وليكن ٴ6 البيان الناتج من 6 


بازالة الحافة [ ١‏ .نا ] وليكن ”6 البيان الناتج من 0 بتطابق الرأسين نا و ۰ . عندئل 
نحصل ۔ بموجب اليرهنة 5١‏ - ۱۱5 ۔ على 


(2: )۳ -(ز, ب۶۲۷۳ ع (0:۸)ظ 


بما أن عدد حافات '6 هو 1 - 2 وعدد رؤوسه هو م ء فانه بموجب فرض الاستقراء 
الرياضي ؛ يكون معامل 1-" في الحدودية (1 :6 ) ۳ مساويا ! (2-1)- ؛ وبما 
آن عدد رژوس ”6 هو ( 1 - ظ)۰ فان معامل 0ھ في الحدودية (۸: ”6 ) 2 هو 1 
[ بموجب الخاصية رب) ] . اذاً ء معامل ۳-۰ في الحدودية (۶)6:۸ هو 
روم - ) . وهکذا » تکون الخاصية (د) صحيحة دائما . 


واضح ان کل مركبة من مرکبات © یمکن تلوینها بانفصال عن الرکبات الاخری ؛ 
وغذا فان عدد طرق تلوین 6 يساوي حاصل ضرب اعداد طرق تلوين الرکبات , 2 « ., 
۹9 7 وبهذا 2 فان الخاصية (ه) صحيحة ایضا . 


البرهنة الآنية تعطینا خاصية أخرى معاملات حدوديات التلوين . 
مبرهنة (5 - 17) : معاملات حدود (0:2۸) ۳ تکون غير سالبة وغیر موجبة 
bs‏ 
بالتناوب . 


البرهان : نتبع طریقة الاستقراء الرياضي على کل من عدد الرژوس وعدد الحافات . 
فاذا كان عدد الرژوس 1 › فان 2 = (2)0:4 + واذا كان عدد الرژوس 2 . فان 
2- ( :۶)0 عندما يكون عدد الحافات صفراً . و2-24-(0:2 )2 عندما 
يكون عد د الحافات 1 . وهکذا فان البرهنة صحيحة اذا كان عدد الرژوس ! أو2. ولفرض 
آنها صحيحة لكل البيانات التي عدد رژوسها أقل من « . ولنأخذ © الذي عدد 
رژوسه 7 





واضح انه اذا كان عدد حافات 6 هو 1 . فان البرهنة صحيحة . فاذا كانت البرهنة 
صحيحة لكل البیانات التي عدد رژوسها 2 وعدد حافاتها تقل عن " فسنبرهن على انها 
صحيحة أيضا لكل بیان 6 الذي عدد رژوسه 5 وعدد حافاته « . اذا کان نا و ۷ 
رأسين متجاورین في 6 : فلئرمزہ / للبيان الناتج من © بازالة [0.7] ۔ ونرمزب ”6 
للبيان الناتج من 6 بتطابق الرأسين ا و۷ . بموجب البرهنة ( 5 - 15  )‏ يكون لديا 


P(G:2)= P(GZ) - ۴ ) 6" :۸ ( 


۴۸ 


لا كنا قد افترضنا صحة البرهنة لکل البیانات التي عدد رژوسها د وعدد حافانها اقل من 7 
فانه توجد اعداد صحيحة غير سالبة 


,..., 3 ,8|۱ بحیث ان 


1 - و 


یه (1F‏ + ... — 2 وه + کو - "4 = (۸: 6 ) ۳ 
اضافة الى ذلك ۰ فقد افترضنا صحة البرهنة لكل البیانات التي عدد رژوسها أقل من م › 
ولذ لك توجد اعداد صحيحة غير سالبة روط DDS‏ بحيث ان 


۲ )0۳:۸( = "71 - زوا‎ 2 + bA" 73 - ... + )-1(۳-2 9 


هکذا . نحصل عل 


۲ )0:( = ۸۳ - (a, +۱۸۲۲ + (a, + (2 
- ... )بل‎ (a, + بط‎ 


وعلیه . فان معاملات حدود ( ۸ :6 ) ۲ تكون غير سالبة وغير موجبة بالتناوب . 
ملاحظة : لاحظ ان المبرهنتين(5 - 16 )و( 5 - 17 )لا تعطیان وصفا کاملا لحد ودیات 
التلوين . [ انظر التمرين (7) من مجموعة تمارين (5 - 5)]. 
البرهنة التالية تزودنا بمعلومات أكثر عن معاملات حدودیات التلوین . ٠‏ 
مبرهنة (18-5): لكل بیان متصل بیط . ن يكون معامل نه في الخدودية 
( 6:2 ) ۳ غير صفري . 
البرهان : نتبع طريقة الاستقراء الرياضي على عدذ الرؤوس . 


واضح ان المبرهنة صحيحة عندما يكون عدد الرؤوس ! او2. .حيث ان 2 = (0:2) ۳ 
اور 216027 تا + رات فر انها يع لكر بان مضل 


اذا كان 6 خاليا من الدارات . أي انه شجرة . فعندئذ تكون البرهنة صحيحة: 
بموجب البرهنة ( 5 - 14 ): وفيما عدا ذلك . نفرض ان هنالك حافة [ ۷.۷ ] ليست 
بررخاً في 0 . نعرف ان وان كما في البرهنة السابقة (17-5) کو یت 

۲۳۹ 


=P(G1)- ۳۵۱۸۰‏ (6) 8 
وبموجب البرهنة( 5 - 17 )۰ توجب اعداد صحیحة: :۰۰۰۰2 ۰ ۵2 , رو رتا ...ىوط , رتا 
غير سالبة بحیث ان 
بو 1F‏ —( + ... — "ميهج 2۳ P(G';4) = û" - a,‏ 
Beg‏ بت ) + ...۰مم رط + 2 "4 P (G" j4) = "71 — jb,‏ 


وعليه » فان معامل 2 في الحد ودية (:0) ۶ هو( رط + يميق ۳ 
ولا كان 0< ,2۵ ۰ 0< ہما بموجب فرض الاستقر ء الرياضي ۰ فان 
° < (-,۲ + ,_,ة) ٠‏ وبهذا يتم البرهان . 

نتیجة (6-5): اذاکان ن بياناً بسيطاً ء فان اصغر قوة 1 ز بمعامل غير 

صفري في حد ودية التلوین ( 6;۸ ) م ۰ تساوي عدد مرکبات © . 


ينتج البرهان مباشرة من المبرهنة (18-5) ومن فرع (ه) من المبرهنة( 16-5). 


يمكن ان نعبرعن (0:2) ۳ بصيغة أخرى باتباع الطريقة التي تعود الى بیرکوف 


لنفرض آننا أعطينا الواناً للرؤوس بدون التقيد بشرط إختلاف لوني کل رأسين 
متجاورينٍ ؛ واضح انه يمكن اجراء ذلك ب ”ثر من الطرق المختلفة . لنرمز ب رہ) پر 
لعد د التلوینات ر بهذا الاسلوب ) للبيان ئ التي فيها الحافة » تصل بين راسين بنفس 
اللون .وبصورة عامة . نرم زب 
(6 .۰6:۰ رع )نر = (8)]/ 
لعد د تلوینات 6 التي فیها رأسي كل من الحافات ...ر للبيان الجزني 
H‏ بنفس اللون . 


من المباد يء المعروفة في نظرية المجموعات یکون لد ینا 


(4-5)... 2 (,6:۰6) ۸ 2 + زعام 2- "7 < (::0 )۳ 


حيث ان المجموع الاول يشمل كل الاختيارات لحافة واحدة © . والمجموع 
الثاني يشمل کل الاختیارات لحافتین مختلفتین © ,ره . وهکذا . 
گی 


لنفرض ان رین .8 , ... ١112,‏ :11 هي مركبات البيان الجزني H‏ الذي رژوسه 
هي کل مجموعة رؤوس .عند ما یکون رأسا كل حافة فی 11 بنفس‌اللون؛ فان 
کل الرژوس في ,8 ء حیٹف (۱<1:2,...,۰0۲ ۰ يجب ان تکون بنفس 
اللون . وعلیه فان 
(BH) = 2۳ .‏ بر 


وهکذا ء بالتعویض في (5 -4) ۰ نحصل على الصيغة 


(5-5)... , ۲( ,و) ۲  )-1(*‏ ع (:0) ظ 
حيث ان )5,١(‏ ۸ هوعدد البيانات الجزئية 11 ليان © التى عد د حافاتها 
5 وعدد مرکباتها © ؛ وعدد رژوس کل 11 هو م . وطبيعي أن هذه الصيغة 
قليلة الفائدة في ایجاد (:۳)0 لبيان معلوم © > ولکنها تفيد في دراسة 
بعض خواص (۳)0:۸ . ولعرفة الزید في هذا الوضوع یمکن الاطلاع على 
الصدر [12] . 


مارین (5 - 5) 


(1) جد حدودیات تلوين البیانات الافلاطونية [ شکل (25-1)]. 
(2) اذا کانت ,© دارة بسيطة طولها 7 : فاثیت أن 
)1— ۳۸ 1-) + 1(۳- 21۸ (6,:۸) ۲ 
[ تلمیح: استعمل الاستقراء الرياضي مع المبإهنتين ( 5 -14) و (15-5) .۲ 
(3) اذا کان © بیانا عد د رژوسه 7 وحدودية تلوينة هي 


۳ )0:2( 22-1 


فاثبت ان 6 شجرة . [ تلميح : استعمل البرهنة (5 - 16) لاثبات أن © 
متصل وعدد حافاته (2-1) . ] 


4١ 
نظرية البيانات‎ ٠١/ م‎ 


(4) اثبت النتيجة (6-5) . 
(5) اذا کانت ۲ نقطة مفصل في البيان 6 ,وکانت 8 .... , ر8 , ,81 قطع 6 
نسبة الى 7 » فات ان 


*P(H, 4).P(H,:24)...P(H, :2(۰‏ 41 = (0:2) ظ 


[ تلميح : عندما يكون الرأس ٠‏ باحد الالوان ( التى عددها 1 ) یکون عدد 

طرق لوين بقیة رؤوس ,11 ب 1 من الالوان هو /(۶)1,:1.] 

(6) لیکن ٤‏ برزخا في بیان متصل 6 . اذاكانت ,۴ و 112 مركبتي البيان 
الناتج من © بازالة © ء فابت ان 


1 : 
۲۴۱62۲۱۱ 


[ تلمیح : استعمل البرهنة (5 -15) وتمرین (5) آعلاه . ] 

(7) الحدودية512 + 33 - *2 تحقق الخواص الواردة فی البرهنتین ( 5 - 16) و 
(5 ۰۱۱7۰ اثبت انها ليست حدودية تلوين أي بیان بسيط . 

(8) اثبت أن 


: ۳ 1 - ۸2۱۰/2 ,)۲ < (2: ربکا ) ۳ 


مرو بر STEER‏ ۳۱ ع 2 ہے 


7-۳ )(ن ا)3 +1۱۳ - 22 ,)۴( 2 ویک )م 
۰ 2()۸: )۴ + 


هل یمکن تعمیم هذه للحصول على صيغة ل ( 5ا۶۱ ؛ 
۳:۲ 


الفصل الساد س 


تطبيقات متنوعة لنظرية البیانات 


ان دراسة نظرية البیانات بد ون التعرف على بعض استخد اماتها تعتبر د راسة ناقصة 
ولقد ذکرنا في بعض البنود التي سبق شرحها في هذا الکتاب تطبیقات متعلقة 
مباشرة بمواد تلك البنود .ونضيف في هذا افصل تطبيقات اخری غيرمباشرة . فهي 
تحتاج الى المزد يدمن موادنظریةالبیانات المتعلقةبذ لك الموضوع من التطبيقات. 


في حالات مغينة ۰ يكون استخد ام المفاهيم والنتائج البسيطة عن البيانات . 
عندما يحسن اختيارها ۰ اداة فعاله واسلوبا مناسباً .تکون نظرية البيانات مفيدة في 
التعبير عن تلك القضايا بشکل رياضي واضح بحيث نستطيع تفسير نتائجها بد قة اكثر . 
هذا . وفي مسائل اخری > قد نحتاج وعد ومواضیع يع اكثر تعقید ۱ . 


كما هي الخالة في موضوع «وسيلة تقبيم ومراجعة البرامج؛ المعروف + ۳8۲ 


يتضمن هذا الفصل القلیل من استخد امات نظرية البيانات . والهدف منه هو 
اعطاء القاريء فكرة عن اهمية هذا الموضوع ومجالات استخد اماته .وقي واقع 
الامر . فان تطبيقات نظرية البيانات كثيرة جداً ومتنوعة بشكل یصعب حصرها 
في فصل واحد .فقد يحتاج بعضها الى فصول عديدة . بل ان للبعض منها کتباً . 
كما هي الحالة في شبكات السيول . وفي تحليل الشبکات الكهربائية .وعلیه فان شرحنا 
لهذه التطبيقات سيكون مختصرا جداً ومقتصراً على الحالات المبسطة . 


(6 - 1 ) تقليل حوادث التقاطعات فى المعامل 

في بعض العامل الكبيرة . توجد خطوط سکك نقل داخلي من مواقع الى مواقع 
اخرى . وعد تتقاطع تلك الخطوط مع بعضها . هذه التقاطعات تسبب الکٹیرمن الحوادث 
كما انها تؤخر عملیة النقل . وقد تؤدي في بعض الاحيان الى انقلاب عربات النقل . ومن 


يدف 


أوضح الامثلة على ذلك معامل صنع الآجر فلو فرضناان لدینا 20 من آفران تحمیص 
الآجر ء وان هنالك « من أرصفة التحميل ۰ حيث توجد الشاحنات لنقل الآجرالى خارج 
لمعمل ؛ وفرض ان كل فرن يتصل بخط حديدي مع کل رصيف . فان هنالك 
تقاطعات بين هذه الخطوط . وا ملطلوب انشاء خحطوط الواصلات الداخلية هذه وتعيين 
مواقع الافران وأرصفة التحميل بحيث يكون عدد نقاط تقاطع الخطوط الحديدية أقل 
ما يمكن . لأجل تقلیل حوادث الاصطدام بينها ۰ وتقليل حوادث انقلاب العربات 
أو تأخرها عند مرورها بنقاط التقاطع . 


يمكن حل هذه المسألة ضمن اطار نظرية البیانات ؛ بی ارت برؤوس 
,0 .0:۰0:۰۰ وتمثل أرصفة التحمیل برؤوس آخری . ,۳ ...۳,۰۳۰ 
وتمثّل خطوط السكلك الحديدية بحافات ء وبما اننا احرف اس الامو د 
فرن يتصل مع كل رصيف بخط حديدي واحد ؛ فان کل 0 يتصل بحافة واحدة فقط 
مع كل رط . 
وهكذا ٠‏ فان این الذي يمثل هذه المسألة ثنائي التجزئة تام ,كا . وعليه » بموجب 
البرهنة. (4 - 14) > فان أقل عدد من التقاطعات هو 


عندما عدم و m=2r‏ ,(و - ۲()52 - (r?‏ 
عندما (r? - ۲( 92 , 9 22۲ ,n=2s+1‏ 
عندما و = 1,5 + 2۳ ع 10 ,(و - (s?‏ ۲2 على (Ky,‏ 
عندما [ + وح ,1 + 2۳ < 120 rs,‏ 


كما ان انشاء هذا البيان بالعدد الاصغرمن التقاطعات قد شرح في البرهنة (4 - 14) . 
فاذا كانت لدينا خمسة افران و۵ ..., ,0 مع اربعة ارصفة تحميل o PSP‏ 
فان تصمیم المواقع ا مؤدي الى أقل عدد من التقاطعات يكون كما هو مبین ۴ ى الشکل 
(6 - 1) . نلاحظ ان لدینا 8 تقاطعات وفقا للصيغة الذکورة آعلاه . 


تمارین (6 - 1) 
(1) ارسم الاتصالات في داخل معمل آجر بحتوي على 5 أفران و و أرصفة تحمیل 


بحيث ان عدد التقاطعات آقل‌مایمکن. هل توجد بیانات آخری بأقل عدد من 
التقاطعات عندما يستغني عن بعض الاتصالات ؟ 


"4 


AS 


7 


شکل 6۱ -1) 


(2) ارسم الاتصالا ت في داخل معمل‌اجريحتوي على 6 آفران و 4 أرصفة تحمیل 
بحيث ان عدد التقاطعات أقل مایمکن . ما هو آقل عدد من التقاطعات عندما 
یستغنی عن اتصال واحد فقط ؟ 

(3) يراد انشاء معمل یتکون من خمس وحدات متفرقة . فاذا علمت ان طبيعة العمل 
في هذه الوحدات بتطلب وصل کل وحدتین بخط حديدي ( لا یشترط ان 
کرو مسقي . فبین كيفية وصل الوحد ات ببعضهابحيث تقلل عد دالتقاطعات 
الى ال الادنی . 

(4) اعد التمرين- (3) لمعمل يتكون من م وحدات . 


f0 


(6 - 2 ) (ستعمال التطابق الشجري فى الكيمياء العضوية 


نشرح في هذا البند طربقة ادموندزر (J. Edmonds‏ في تطابق ( indentification‏ ) 
شجرتين . طريقة موند زهي طریقة جيدة . أي انمقدار العمل اللازم لتنفيذ الطريقة 
يتزايد جبريا ( ولیس سيا ) مع تزايد عدد حافات البيان . 

من ناحية عملية » فان تطابق البيانات أوالبيانات الجزئية ذوأهمية كبيرة فى الكيمياء 
العضوية ۰ حيث يمثل الجزيء كبيان رؤوسه تمثل الذرات وحافاته تمثل الأواصر ( ول«هط) 
بين ذرات الجزيء . في حقيقة الامر .. وجود ذرات مختلفة في الجزيء لايؤدي الى 
تعقيدات اضافية في مسألة التطابق هذه . 
ان أهمية التطابق في الكيميااء العضوية تتعدى معرفة فیما اذا كان تركيبان کیمیائیان 
هما تركيب واحد او ان أحدهما جزء من الآخر . فالعلماء المختصون 
پریدون عمل فهرس ودنع081210 ) للمواد الكيميائية بحيث يمكن مباشرة معرفة موقع 
ية مادة ف الفهرس . وربما اضافة مواد جديدة اليه ۰ واکتشاف المواقع الشاغرة فيه . 
تتضمن طريقة التطابق الشجري نظاماً لعمل فهرس يعين ترتيبا خاصا لکل الاشجار 
النتهية . قبل کل شيء 6 انث نشرح الاشجار الجذرية ( (rooted tress‏ وكيفية تعيين 
الجذر لشجرة ‏ غير متجهة ) ۰ أي نحدد رأسا من رژوس الشجرة على أنه جذرها . 
لیکن ( ,۲ = )7 شجرة ۰ ولتکن ,۲ الشجرة الناتجة من ,۲ بازالة كل الرژوس 
ذات الدرجة ر مع الحافات الواقعة علیها . وبصورة عامة ء نعرف ۲٠+,‏ على آنها 
الشجرة الناتجة من ,1 بازالة الرژوس ذات الدرجة1مع الحافات الواقعة علیها . تنتهي هذه 
العملية عندما نتوصل الى الشجرة ,۲ المكونة من حافة واحدة اورأس واحد ‏ بطلق عليه 
مزکر 7 ) . فاذا كانت ,ا مكونة من رأس واحد » نعتبر هذا الرأس جذرا ل 7 . واذا 
كانت ,1 مکونة من حافة واحدة . یکون أحد رأسي تلك الحافة جذر ۲ . في الحالة 
الاخيرة ۰ نعتبر الرأس الذي يؤدي الى شجرة جذرية ذات مرتبة ( سوف نشرخ الرتبة 
فیما بعد ) آصغر هو الجذر وعندما يؤد ي الرأسان الى شجرتین جذریتین متطابقتین 
ر أي لهما نفس الرتبة ) نعتبر أياً من الرأسين هو الجذر . 
لكل شجرة جذ رية توجد مقابلها متتابعة منتهية عناصرها اعد اد صحيحة موجبة ؛ 
ولا توجد شجرتان جذریتان مختلفتان لهما نفس المتتابعة .ان طريقة تحدید اذا 
كانت شجرتان جذ ریتان » ,1 و زا > متطابقتین أم غير متطابقتین : تتحول الى 


٦ 


عملية حساب التتابعتین المقابلتین للشجرتین ,1 و ر1 ثم مقارنتهما . علماً بان 
لدينا طريقه جيدة لقارنة المتتابعتین المقابلتین للشجرتین ,1 ور؟ ٠‏ كما سیتضح 
من تعریف هذه المتتابعات . 


نعطي مرتبة لكل من الاشجارالجذ رية وفقاًلمتتابعتها كالاتي : 
الشجرة ,3 اقل مرتبة من الشجرة 52 اذا وجد عدد طبيعي ا بحيث ان لكل ! > [ 
يكون الحدان بترتيب ز في المتتابعتين المقابلتين متساويين ۰ وبشرط : () يوجد 
حد ترتيبه م فى المتتابعة المقابلة ! د1 ولا بوجد حد ترتيبه 1 فی المتتابعة المقابلة 
( ,5 » او (ب) الحد الذي ترتيبه 1 في المتتابعة المقابلة ! ,7 اقل من الحد الذي 
ترتيبه ا في المتتابعة المقابلة | 12 [ انظر المغال (1) ] . 


لیکن ۲ جذر الشجرة 7 .اذا ازلنا ۽ مع كل الحافات الواقعة عليه » نحصل 

على عدد من الاشجار الجزئية » بطلق علیها عوامل (::1560) الشجرة الجذ ربة 

7.عدد عوامل ‏ يساوي درجة جذرها ۲ ء وکل عامل يحتوي على رأس واحد . 

فقط متجاورمع , ۰ ویعتبر هذا الرأس جذر الشجرة الجزئية .وعلیه ۰ فان کل شجرة 

جدرية 7 ۰ ولتي تتکون من اکثر من رأس واحد ۰ تتحلل بطريقة وحيدة الى عامل 
أواكثر» وكل عامل هوشجرة جذرية أصغر من 7 . 


والان نشرح كيفية تعیین التتابعة القابلة لشجرة جذرية .اذا كانت ۲ مكونة 
من رأس واحد فقط . فان المتتابعة المقابلة لها تتكون من عنصر واحد هواعدد 1. 
لفرض ان و1 ,...,ر1,,1 هي عوامل > وان م5 ...یگ رڈ 
هي متتابعانها على الترتیب .عند ثذ › نکون المتتابعة 5 المقايلة ! ۲ كالاتي : 


الحد الاول في م هو عدد رژوس ۲ ولیه المتتابعات ‏ ,5 ,..., ,5 ؛ڈ 
حسب مراتبها » تصاعدياً .بالطبع ۰ اذا كانت مرتبة ,5 هي نفس مرتبة رگ فان 


ترتيبها في 5 يمكن ان یکون ,5 ثم ر5 اوبالعکس 


وبذ لك > فان كافة حدود 57,52...8 تکون حدود 5 ماعدا الحد الاول٠‏ 
في الحقيقة > الحد الأول هومجموع الحد ود "الأول في المتتابعات. ٩,‏ ...و5 , ,5 


۱:۷ 


زائد ‏ واحد .بطبيعة الحال ء يجب ان نکون قد اوجد ناكلاً من ,5 ...., م5 ر 
وکل من هذه المتتابعات اصغر من و كما ان ایجاد ,5 یکون وفق نفس هذه . 
الطريقة » وهکذا بالنسبة لکونات :5-قبل ان نواصل شرحنا لهذا الموضوع نوضح 
ما تقدم ذکره بمثال . 

مثال (1) : جد متتابعة الشجرة 7 المعطاة فی الشکل (6 - 2) 


الحل : من السهولة ان نجد ان الرس ۽ هو جذر 7 . بازالة الجذر ۲ مع 
الحافات الواقعة عليه نحصل عل العوامل 10 وط ,ا للشجرة ۰ وهذه 
مبينة في الشكل (6 - 3) ؛ حيث ,۲ هوجذر ,1 »لكل 1-1,2,3,4 


شكل  )2-6(‏ الشجزة الجذرية 7 


5 
چ 


شکل (6 -3) عوامل 1 


۳۸ 


نجد مباشرة أن متابعات ,۳,۰۲ ۲. ,۲ هي بالترتیب 
(4.1.1,1) = ,5 (2۱) 2 و5 (3.1.1) ع (N.S,‏ = ,5 
الترتیب التصاعد ي شذه التابعات حسب الراتب هو م5 ر5. :5,۰5 . أي أن 
مرتبة ,71 أقل من مرتية ,1 - ومرتبة و۲ أقل من مرتبة ,۲ ۰ ومرتبة ,1 أقل من 
مرتبة ,۲ : وسنعبر عن ذلك بالصيغة 
14 > و1 > T,< Ty‏ 
وهكذا مخصل عل المتابعة للشجرة 7 ۰ 
1,1(۰, 4,1 : 31:1 : 21 :11:1) < 5 
لاحظ أن هنالك تقابلاً متبايناً وحيداً بين حد ود 5 ومجموعة رژوس 7 بحیث إن 
الحد الاول في 5 يقابل جذر ۰7 والحدود الاخرى في و تقابل نفس رؤوس ,7 التي 
تقابل حدود ,5 . وکل رأس ۽ في ٣‏ هوجذر شجرة واحدة فقط التي هي عامل من 
عوامل 7,. آوعامل لعامل .. . ل 7 .كما أن قيمة الحد. في و الذي يقابل الرأس پ 
يساوي عد د الرژوس ف في الشجرة الجزئية التي جذرها ۷ . 


من أهم خواص التتابعة 5 الخاصة بتطابق الاشجار الجذرية هو وحدانية ترتيب 
حدودها . بالرغم من عدم وجود ترتيب ثابت لرؤوس الشجرة الجذرية 7 . 


وصح . من تعريف و . أنه لاجل أن تتطابق شجرتان فانه من الضروري تطابق 
متتابعتهما . وسنبین الآن ان تطابق التتابعتین ,5 و رہ للشجرتين الجذ ريتين ٢١‏ و له 
على الترتيب .كاف لجعل ٢٢‏ ورا متطابقتين . ولاجل ذلك . نثبت أنه نستطيع أن 
ننشأ شجرة جذ رية وحيدة 7 اذا أعطيت 5 . بحيث تصبح 5 المتتابعة القابلة ل ۲ . 


اذاكانت 5 مكونة من حد واحد . فان هذا الحد هوالعدد 1 . وعندئذ تكون ۲ 
مكونة من رأس واحد فقط . اما اذا كانت 5 مكونة من عدة حدود . فنجزيء و الى 
متتابعات جزئية منفصلة . ,5 . حيث إن »...۱2 = ا¡ ۔ من حدود متتالية فى 5 
وتحقق الشرطين : 


(أ) اذاكان ,لا . حيث إن + ... 1.2 = 1 . هوالحد الاول فى :5 . فان u,‏ 
ھوالد الثاني في 5 . وأن u,‏ 6 1 < . هوأول حد في و بعد u,‏ ولايقل عنه ‏ 


€4 


(ب) لابوجد. في و بأتي بعد .ا ولایقل عنه . 
المنتابعات ,5.... ر5 ,5 هي في الحقيقية المنتابعات المقابلة للعوامسل 


,1 ,..., رآ , ,7 للشجرة 7 . وهذه تنتج من حقيقتين : 


(1) الحد الاول في المتتابعة التي تمثل شجرة جذ رية هواكبرمن كل حد ود ها الاخری » 
(2) التتابعات التي تقابل عوامل 1 تكون مرتبة في 5 وفق تزايد مراتبها . 


بعد تركيب ,7 التي تتمثل ب ,58 › لكل ...1-12 » نرکب 
الشجرة الجذرية 1 من ,1..... 17.7 باضافة رأس ۷ . وهوجذر 
7 ۰ ووصله بحاقة مع جذرکل من و و و1 بو وی 
T,‏ نم بهذا الاسلوب ایض اي نیع الاستقراء عل حجم اناب > فاذا لم تكن 
:5 مكونة من حد واحد > فنجزئها بالطريقة التي وصفت فيما تقدم › وهكذا . 
۱ والثال الاتي يوضح الطريقة . 


مثال_ 2) : جد الشجرة الوحيدة التي تمثلها المتتابعة 
.) 1,1,1 1,4 ,6 ,1 ,1 ,3 ,2,14 ,13 ) = 5 
الحل : باتباع طريقة تجزئة 5 الى متتابعات جزئية تحقق الشرطين (أ) ورب) ء 
نتوصل الى 


( 1,1,1 ,4 ,1 ,6 ) = و5 ,( 1,1 ,3 ,4( = ره ,)2,1( = ہ5 


واضح أن ,5 تمثل شجرة جذرية ,1 مكونة من حافة واحدة . ولاجل اتجاد 
الشجرة الجذرية رآ التي تمثلها ر5 » نستخرج من رك متتابعة جزئيةواحدة 
هي (3,1,1) سی و5 والتي تمثل الشجرة الجذرية رر المبینة ف في الشكل 
9 - 4) ۰ ومنها نحصل على ر1 . لاحظ ہک وص 3 

ولاجل ايجاد الشجرة الجذرية ,1 التي تمثلها التتابعة الجزئية :5 2 نجزیء 
هذه الى (41,1,1) روڈ , (1)= ,و۰5 ومنها نحصل على روآ 
( وهي رأس واحد ) و رو٦‏ .ومن ,1 هریت نحصل على و1 


واخیراًء نرکب ۲ من عواملها و1 ,و1 , ,1 > كما موضح في الشکل 
(6 - 4) 
0۰ 


Vv YY 


و1 ,و1 ولا رو 1 


.T 


شكل (4-6) 


نعود الان الى شرح كيفية الاستفادة من اإلتطابق الشجري 
في موضوع الكيمياء العضوية. يمكن تمثيل بعض الجزیشات العضوية 
کبیانات مستوية رژوسها هي الذ رات وحافاتها هي الاواصربين تلك الذرات . ممن 
الجزیئات البسيطة الترکیب هي جزيئات هید روکاربونات سلسلة البرافین » وب لا 
التي في کل جزیء منها يوجد ۲ من ذرات الکاربون و رم + +2) مسن ذرات 
الهید رجین . کل ذرة کاربون لها أربع آواصروکل ذرة هيد روجین لها اصرة واحدة ۰ 
ولهدا فان الرژوس التي تمثل ذرات الکاربون هي ذات درجة 4ء والتي تمشل ذرات 
الهید روجین هي ذات درجة 1ء آما الاواصرفهي الحافات . فمثلاً ‏ عندما 4= ۲ 
يكون لدینا مرالیت (وهوالبیوتان ومونم  )‏ ویمثل هذا الجزیء بالشجرة 


۲01 


النة في الشكل( م - 5 ).وبما أن عد مذكرالرؤوس التي تمثل ذرات الھیدروجیسن 
يبسّط البيان > فسوف نقتصرعلى تعيين ذرات الکاربون فقط ؛ وهكذا یمکننا تمل 

© كما في الشکلر 6 - 6). بطبيعة الحال ؛ يمكن الحصول على أحد هما من 
الآخرمباشرة ء ؛ لان درجة كل رأس © هي 4 ودرجة كل رأس 11 هي . 


11 





11 


شکل (6 -6) 
شكل (6 -5) C,Hıo‏ 

لا كان عد د الرژوس م في البيان الذي یمثل ر,,رلای هو (2 + 36 ). وان 
مجموع درجات هذه الرژوس هو 2 + 26 ) + 46 . فان عد د حافاته ص هو(1+3K)‏ . 
: وهکذا > فان 

10 < 2-1 

وبما أن هذا البيان متصل : فانه شجرة : أي أن البيان الذي يمثل جزيء C, Hak,»‏ 
هو شجرة ة > وبذ لك لاتوجد آواصر مضاعفة . 


کل الاشجارالتي ها 1 من الرژوس ودرجة کل رأس لاتزید على ۾ تتضمن کل 
الاشکال الممكنة لاتصالات ذرات الکاربون في الجزيء <+:3۱: . فعندما 4 = ) 
تکون لد ينا الشجرتان في (ج) من الشکل (6 -7) ۔ وعندمای - » يكون لدینا ثلاث 


YoY 


آشجار وهي مرسومة في (ط) من الشکل (7-6) . وبالطبع » یمکن اضافة ذرات 
هید روجين بعد د كاف بحيث تصبح درجة کل رأس من الرژوس ال تمنل ذرات 
الکاربون مساوية ١‏ 4 . يطلق على كل من الاشکال ( الاشجار) في (6 -7) آیسومر 


. (isomer ) 


4 


(a) : ۲ = 4, butane (b) : رک = عا‎ pentane 


شكل (7-6) 


يطلق على الآيسومر التکون من درب واحد هيد روكاربون درب - مستقهيبم 
(straight - chain hydrocarbon (‏ « وہ يطلق على کل الاشکال الاخری 
للایسومرات هیدروکاربونات درب - غصني ) hranched - chain hydrocarbons‏ ۲ 


عندما تزداد قيمة 1 ۰ فان خواص الایسومرات المختلفة تصبح مختلفة تماما ؛ 
ولاجل التمییز بینها » تصبح من الضروري معرفة عد د الایسومرات الوجودة لكل . 
ولقد كان كيلي (سنة 1875 ) أول من استعمل نظرية البيانات في الکیمیاء لاجل حل هذه 
المسألة بد ون أخطاء وبد ون تكرار بعض الايسومرات . ولقد مثل جزيئات افيد روکاربونات 
باشجار جذ رية ذ ثم اخذ کل الاشكال الممكنة › واخيراً أوجد تلك ال تكون متطابقة 


۱ ۲۵ ۳ 


كيميائيا ( أي تمثل نفس الرکب الكيميائي ) بطريقة اولية لاتصلح عندما نکون k‏ 
كبيرة . فمثلا . عندما 5 = ۰ يوجد لدینا تسع اشجار جذ رية وهي مبينة في الفکسل 
(8-6) . ویمکن أن نبرهن على أن ستا منها متطابقة کیمیائیا مع الاخری . وعلیه » 
توجد ثلاثة ایسومرات فقط عند ما 5 = ۰1 وهي تلك البينة في (ط) من الشکل(6 -7). 


N 
VY Ya 


شکل (8-6) 


يمكن حل مسالة التخلص من تکرار الاشجار الجذ رية المتطابقة بتمٹیل كل الاشكال 
الممكنة وتقسيمها الى أشجاروحيد ة المركز . واشجارثنائیة ا مركز .كما في الشکل ( 6 - 9 ) 
الاشجار الوحيدة المركز هي التي ها جذ ر واحد مع أغصان تبدأ من الجذر وبنفس الطول 
( أي دروب بسيطة متساوية الطول تبدأ من الجذ روتنفصل .الا عند الجذر) . أما الاشجار . 
الثنائیة المركز فهي التي ها جذ ران مع غصن رئيسي واحد أو اكثر عند كل من الجذ ريسن 
وبنفس الطول . وعند ئذ نستطيع بسهولة ازالة التكرار .. 


برسم كافة الایسومرات الممكنة حسب القاعدة الآنفة الذكر . تمكن كيلي من تعيين 
١‏ 
o4‏ 


"al 2‏ 3 ۱ 3 
شجرة ثانة المركز شجرتان وحيد تا الرکز 


شكل (9-6) 


الایسومرات المختلفة التراكيب لسلاسل البرافين لحد 13 = ۲ . وقد اعطینا نتائجه هذه 
في الجدول الآتي : 












1| 2 3 4 5 6 7 8 9 11 12 3 


1 1 1 2 3 5 9 18 35 75 159 355 2 


هنالك نتائج اخری فى هذا الجال لجزئیات ثنائية الاواصر ۰ »د ٩١‏ . أو ثلاثية 
الاواصر در ۔ورقل) . ولیس لدینا الجال لشرحها فى هذا الکتاب . 





عد د الابسومرات 


تمارین (6 2) 

(1) عين جذرالشجرة 7 العطاة في الشکل 6١‏ 10) . ثم اکتب المتتابعة 

المقابلة ها . قارن مرتبة هذه الشجرة مع مرتبة الشجرة المعطاة فى الخال (2) . 
(2) لیکن 5 المتتابعة المقابلة لشجرة جذرية 7 . ولتكن 5 المتتابعة الناتجة من 5 

بحذ ف كلالحد ودذ اتالقيمة 1. إت أن > تصلحلفرض تطابی الاشجار الجذ رية 

تماماً كما هي الحالة بالنسبة للمتتابعة 5 . 
(3) لیکن 212165212۱ 514۰21:56 ميتابعة 

os 


لشجرة جذرية 7 . ارسم 7 مؤشرا على جذرها . 
ر اتبع طريقة کیلی لتعیین الاشجار الوحيدة الرکز والثنائية الرکز عند ما 4 = 1 و 
6= 1 


شکل (10-6) 


(6 - 3) وسيلة تقییم ومراجعة البرامج 


البيان الموجه هو أداة طبيعية لوصف رتحلیل نماذج المشاريع المعقدة والمكونة من 
عد د کبیر من الفعاليات ذات علاقات مترابطة بعضها مع بعض. المشروع باعتباره كيلا 
بمکن أن یکون» مغلا العملية الاجمالية للتصمیم وللبناء ولأختبار اجزاء العد ات ؛ أو 
عملية تصميم وانشاء بناء ما ) متضمنه الاعتبارات ذات العلاقة مع 7 تعیین الوقع وتحضیره. 
وبصورة عامة» نفرض أن لدينا مشروعاً متكاملاً ومعيناً تعبيناً تاماًء وأنه يمكن تجزئة 
مجموعة كل الاعمال المرتبطة به الى فعاليات ,2 ...۰22۰۰ ,۵ غيرمتد اخلةمع بعضها. 
بطبيعة الحال» هنالك طرق عديدة لتجزئة مشروع ما الى فعاليات. إن تحديد تلك 
التجزئة بخضع لأعتبارات تمکننا من تعبين كل العلاقات الضرورية التي سوف يتطلبها 
شرحنا. 


بعض الفعاليات العينة تكون مستقلة عن البقیةء بينما توجد فعاليات أخرى تعتمد 
على اكتمال إنجازغيرهاء أي آنها تعتمد على أخ رمن ناحية الوقت. بالصيغة : الفعالية :8 
۵۹ 3 


يجب أن تتم قبل أن تبدأ الفعالية :2 . اذا علمت علاقة الاعتماد هذه لكل الفعالیات 
مع الزمن اللازم لانجازكل فعالية . فيمكننا عند ذلك تمثيل المشروع بواسطة بان موجه 
كل حافة موجهة فيه تمثل فعالیة واحدة. رأس الابتداء لها یمثل وقت ابتداء الفعالية. 
ورأس الانتهاء يمثل وقت انتهائها. وھکذا . فان کل رأس في هذا البيان يمثل حد ثاً 
)معنت ) وبحدد زمناً معيناً نسبة الى وقت ابتداء المشروع. سوف نعتبر الرأس ,۲ وقت 
ابتداء المشروع .و,۲ وقت إنجاز المشروع كله . حيث إن 7 هو عدد الرؤوس .اما الرؤوس 
الاخری فهي تمثل وجود الفعاليات والعلاقة بينها وفق ماياتي : اذا كانت#فعالية تبدا من 
الرأس ؛ . فان الفعالية 3 لايمكن أن تبدأ بالعمل إلا بعد انجازكل الفعاليات النتهية عند /, 
بالطبع . يمكن ابتداء العمل بالفعالية 2 في أي وقت بعد ذلك . فمثلاً۔ في الشكل 6 - 11) 
لايمكن ابتداء العمل بالفعالية 2:5 إلا بعد الانتهاء من انجاز الفعالیات ره . ور8۰ 
ولایمکن العمل بالفعالية ٠١‏ (وكذ لك 2,١‏ ) إلا بعد انجاز الفعاليات ں٥‏ . 8,۰7 
وعند ما يتم انجاز الفعالیتین .,۸ و تکون كل الفعالیات الأخرى قد أنجزت . وعندئذ 
یتم الشروع. 





شکل (6 ۰ ۱۱۱ 


هنالك اسالیب ادارية. منها ماهو معروف ب «وسيلة تقييم ومراجعة البرامسج 
Program Evalution and Review Technique?)‏ ( وبختصر 
PERT ”‏ “.واخ ريعرف ہے ١‏ طربقة الدرب الحرج 
Critica! Path Method)‏ ) )۰. ووسائل اخرى ذات علاقة بال موضوع . تستعمل 
ov‏ 
م ‏ نظرية الببانات 


الاساسي, . نفرض ان كل فعالية :2 تستغرق زمناً معيناً . ( :۱۷ .نفترض هنا 
ان (,4)) ثابت ۰ ولكن عملياً يعتبر زمن انجاز کل فعالية متغیراً خاضعاً لتوزیع 
احتمالى صیعتہ العامة معروفة ويمكن تخمین‌متغیراته الوسيطية . 


لاحظ ان الارقام المحصورة بين قوسين والمرافقة للحافات الموجهة في الشكل 
۱ - 11 ) تمثل ازمنة تلك الفعاليات . 


یقصد بزمن درب موجه من ۷ ای ,۷ مجموع ازمنة الحافات الموجهة الواقعة 
على ذلك الدرب .واضح ان زمن الدرب الموجه من" الى :۲ الذي له اطول زمن 
يمثل حداً ادنی للزمن الذي يجب ان يمضي قبل ان يصبح ممکتاً الابتد اء بالفعاليات 
التی فیها +7 راس ابتد اني وعلبه . فان المناسب ان نقرن مع کل رأس عددا 
ر هوزمن ) كالاتي e‏ 

T(v,) = max ۱۱۳( ۲ ۰, ا‎ |  امدنع‎ 

حيث ان (۱)۴ هوزمن الدرب الموجه ۶ . وان الاعظم ‏ ( 1:0۵ يؤخذ نسبة 
الى ازمنة كل الدروب الموجهة من ,۰ الى ٠,‏ 


لاحظ انه من الطبيعي ان یکون بيان الفعاليات خالياً من الدارات الموجهة 

ر لماذا» .كما ان هنالك على الاقل درباً موجهاً واحداً من كل رأس ٢:‏ الى الرأس ,۷ 
وهكذا . باستخد ام الطريقة المعطاة في البند (3 3) مع اجراء التعد يلاات اللازمة 
[ انظر تمرين (7) من مجموعة تمارين ( 3 - 3 ) ] يمكن الحصول على شجرة القياس 
الاكبر العظمی نسبة للمصدر ,۷ . اي ايجاد شجرة مولدة بحيث 
ان الدرب الموجه من ,۷ الى :۲ هوالاطول زمنا .بطبيعة الحال . القياس للحافات 
الموجهة هنا هو الزمن .فمثلاً ۔ الشكل (6 -12) يبين شجرة القياس الاكبر العظمى 
لبيان الفعاليات المعطى فى الشكل ( 6 - ۱۱) . علماً بان الاعد اد المثبتة على الرؤوس 
في کم 700 المعرفة فا دم 


كما سبق ان ذكرنا . فان اقرب وقت ممكن ان تبدأ منه الفعالية ٠٠١١١‏ هو بعد 
مضى مالايقل عن (۷) 1 من الوحدات الزمنية من وقت ابتداء المشروع .واذا 


۸ 


3-2 





شكل (12-6) 


برمجنا المواعيد بحيث ان كل فعالية (ر۷م۷) تبدا في الوقت 3۱۷ وتنجز فی 
الوقت (رب,۱)۷ + 1٢۷‏ . حرث ان ( ر۷ ٠)۷.‏ هو الزمن: اللازم لانجاز الفعالية 

(ر۷,۷) . .۔فعندئذ سوف ينجز المشروع باکمله في زمن 7۷۱ من الوحدات 
وهذ اهو اقصر زمن ممکن لانجاز المشروع : ففي المثال السابق . نجد ان أقصر زمن 
لانجاز المشروع هو ور ے ر ,)7۲ وحدة زمنية . 

يطلق على درب موجة من ,۷ اى ,۷ ذي الزمن الاطول اسم درب موجه حرج . 

زمن أي درب موجه حرج هو الزمن الاقصر اللازم لانجاز الشروع بأكمله . اضافة الى 
ذلك . فان هذا الزمن الاقصر يتحقق اذا ابند أنا بكل فعالية من فعاليات الدرب الوجه 
الحرج مباشرة بعد انجاز الفعالية السابقة لها على ذلك الدرب . بصورة عامة . الدرب 
الموجه الحرج ليس وحيداً . فقد يكون هنالك اکثرمن درب موجه حرج واحد . ولکن 
كلها متساوية الزمن . 


اذا افترضنا اننا نرغب فی انجاز المشروع بالزمن الاقصر . فانه لايزال هنالك مجال 
أوسع فی برمجة الفعاليات غير الحرجة . وهي تعرف بالفعاليات المتراخية ( ءةاء) 


کل حد ث ۷ يجب أن یتحقق بوقت يكفي لانجاز کل الفعا لیات بالتتابع في اي 
درب موجه من ذلك الحدث ۷:۰ الى الحدث النهانی Vy‏ . هذه الفكرة تقودنا الى 
أن نقرن مع كل حدث ,۷ زمنا آخر بجانب الزمن ,70 ۔ وهذا الزمن .يعرف 
كالاتي : 0 ۷۱۲,۱2 


۹ 


X (vı) = max {tP )}, 1 عتما برا ےج‎ 


حبث اه( هوزمن الدرث. الوجه 2 من :»الى ۰ وأن الاعظم يوخذ نسبة الى 
زمنة كافة الد روب الوجهة من ,۷ الى Vy‏ . وهنا أيضا نستعمل طريقة بقة البند (3-3) 
ایجاد (0) × وذلك بعکس الاتجاه ( وقتياً ) لكل حافة موجهة . ثم نجد شجرة 
القیاس الا کبر العظمي بالنسبة الى الصدر ۲۰ ۰ وبعد ذلك نرجع اتجاهات الحافات 
الى وضعها الاصلي . ولاجل توضیح ذلك ۰ استخرجنا (۲) للبيان العطی في 
الشکل ری 11): وهي موضحة في الشكل (6 - 13 )۰بما أن الزمن ×× 
سج مھ ای بر T (v,)‏ من الوحدات الزمنية من وقت ابتد اء 
الشروع » فانه من الناسب تعریف الاعد اد 
L(v) = 1 ),( - ۱۷, (‏ 

واضح أن (۷) 1 يمثل الوقت الاخیر الذي فيه يجب ان يتم تحقیق الحدث :۲ دون 
زيادة الزمن الكلي الاقصر اللازم لانجاز الشروع . یمکن أن نشت أن لكل 5-3 


T(v) < L(v;). 





شکل رہ -13) 


الشكل (6 -14) يظهر بيان الفعاليات العطی في شكل ( 6 - 11 )مع العددين 
7)٠, (‏ و ۲۷۷۸ لكل رأس ,» . بادطبع . في حالة اختلاف هذين العددين . 
فان العدد الكبير هو (0) 1 والعد د الصغير هو ۲۲,۱ . وذلك بموجب التباینة( 6 - 1 ) 


تفیدنا قيم (۲)۷ و (:) 1 في تعبین مجال حرية برمجة الفعالیات المتراخية 
بد ون زيادة الزمن الاقصر اللازم لانجاز الشروع . فمثلاً . يمكن أن نبدأ بتنفيذ الفعالية 
۳۹۰ 


التراخية ره في أي وقت بين 0 و2( باعتبارآن وقت ابتداء الشروع هو 0 ) . وبما أن 

انجاز الفعالية ره يستغرق وحدتين ء فان الحدث رہ یتحقق فی الوقت 4 أوقبله. 

وھکذا بالنسبة للفعالیات التراخية الاخری ۰ وبذ لك یمکن تحقیق کل حدث ,فى 

وقت بين 100 و 1.00 معتمدین على كيفية توزیع زمن التراخي حسبما یناب ١‏ 
العوامل الاخری ( مغل الكلفة ۰ توفرالواد ء توفر الابدي العاملة ۰ . . . ) اللازمة 
لتنفيذ الشروع . 





شکل (6 -14) 
لقد سبق أن ذکرنا ان البيانات الوجهة تستخد م في العد ید من الشروعات » وفیما 
يأتي مثال على احد هذه التطبیقات . 
مثال : الجدول الاتي يظهر فعاليات مشروع تخطيط لبناء مصنع مع الدة اللا مة لانجاز 


كل فعالية ومایجب أن بسبقها من فعالات قبل الباشرة بها . وقد رمز لكل فعالية بحرف 
لاجل التبسیط . ارسم بیان هذا الشروع وجد الزمن الاقصر لانجازه . 


4 


رمز الفعالية ‏ الفعالية الفعالیات السابقة لها الزمن القدر 


بالاسابيع 

2 الحفر ع 3 

5 a الاساسات‎ b 
10 b الجدران‎ 0 

6 c السقف‎ ۹ 

6 التأسسات الصحية 8 

5 الاعمال الكهربائية : 11 

8 تكحيل السقف 0 7 

1 تکحیل الجدران 2٤‏ 8 

4 ۹ بناء السور‎ ٦ 

1 تكحيل السور k‏ 3 
m‏ رصف الارضية fh‏ 5 
1 نصب الکائن m‏ 13 
P‏ ا ي fh‏ 7 
۹ الصيغ الخارجي 1 4 
التشطيب الداخلي p.n‏ 5 

5 التشطيب الخارجي 5 1 
لعل : نرمز للاحداث ( الرژوس ) + ناوات لا ۷ 


حيث ان , یمٹل ابتداء المشروع وأن ر ,۷ يمثل اتمام الشروع . سن الجدول نرسم بياناً 
عل ها فرع . وهو البین في الشکل (6 - 15) . 


ولقد کتبت أزمنة الفعاليات بين قوسين على البيان الذي يمثل المشروع . 


نبد أ بالشجرة المولدة المكونة من الفعاليات ‏ هه 
ومنها نحصل على شجرة القياس الاكبر العظمی نسبة للمصدر ,؛ . وهي مبينة في الشكل 


٦٢ 








۹ -16) . وقد ثبت عل رژوسها الوقت البکر لانجازکل حدث .ومن هذه الشجرة نجد 
ان الزمن الاقصر لا کمال الشروع هو 63 اسبوعا. وان الدرب الموجه الحرج هو 


(a. 9 0. 2 0 ۱ 


۲۷۰ k ۳ 1 م۷‎ ٩ ۷11 


۷ 





شکل 6۱ -16) 


نلف 








تمارین (6 - 3) 


(1) اثبت صحة التباينة (6 -۰)1 

2م برهن على أن (7)0 = 1۱ اذا واذا فقط ,۷ بقع على درب موجه حرح. 

)3( جد (۷) 11۷۰ لكل حدث ,۰ في بیان الفعالیات الناتج من البيان العطی 
فى الشکل 6 - 11) بعکس اتجاه الفعالية 34 ٠‏ 


(4) جد زمن التراخي ۰ )10۷-۲ لكل حدث ۲ في مشروع نباء الصنع 
في الثال العطی في الشرح . ثم ناقش كيفية الاستفادة من زمن التراخي في تنفیذ 
الفعا لیات المتراخية. 


(5) ظهرت العلومات الاتية في شركة لصنع الکائن الزراعبة : 


العمل العمل السابق له الوقت القدر بالايام 


6 . ۹ 
4 5 9 
9 2 cC 
8 a d 
5 b 6 
7 0. f 
15 d,e 2 
5 ا‎ h 


ارسم بیان الفعاليات (الاعمال هنا ) لهذا الشروع . واحسب الدرب الحرج ماهو الزمن 
اهر هم خرن ؟ هل يتغير الد رب الحرج اذا كان العمل ع يأخذ 10 أيام بدلا من 
5 یوما ؟ 
ری - 4) تطبیقات مبرهنة هول : 
هنالك تطبیقات عديدة لبرهنة هول ( 1۳60768 112115 ) [ مبرهنة 
٠ ])10-5(‏ وقد أوضحنا في البند(5 - 4 ) كيفية الاستفادة منها في تلوين حافات بیان 
ثنائي التجزئة . ونذ كرفي البند تطبيقاً آخرلهذه المبرهنة . كما آننا سوف نذ کر في الفصل 
السابع استخد اماتها في مواضيع اخرى في نظرية البيانات . 
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يطلق أيضاً على مبرهنة هول اسم نر رل . لان فیلیب هول أثبت مبرهته 
هذه سنة 1935 جواباً عن مسألة معروفة باسم : مسألة الزواج ؛ وهي تنص على : ١‏ اذا 
كان لدينا مجموعة منتهية من البنين ٠‏ وكل واحد منهم يعرف عد دا من البنات ٠‏ فهل 
يمكن تزویج كل البنين بحيث ان كلاً منهم يتزوج من بنت يعرفها - بفرض عد م السماح 
بتعد د الزوجات أوالازواج ¥ 


يمكن أن نعبرعن مسألة الزواج هذه بصيغة ملائمة لواقع مجتمعنا كالآني : 
١‏ لنفرض ان لدينا مجموعة من الرياضيين الهاوين لواحدة أوأكثرمن الالعاب الرياضية 


وان كلاً منهم يرغب في ان يكون رئيساً لاحدى الفرق الرياضية التي بهواها : فهل 
يمكن تنسيب كل من هؤلاء الرياضيين لرئاسة فرقة واحدة فقط من الفرق التي بهواها 
بشرط ألا يكون هنالك اكثر من رئيس واحد لكل فرقة ؟ 


يمكن تمنيل هذه المسألة ببيانثنائي التجزئة . فاذا كانت مجموعة الرياضيين 
الهواة هسي زرط ...توق .ر = رل ومجموعة الفرق الرياضية هي 

یا ا الذي بل هده سا هز بات اني 
التجزئة ,0۷,۷ بحیث ان الراس :۲ متجاور مع الراس )اذا واذا فقط 
كان الرياضی :28 من هواة الفرقة الرياضية را . 

وهكذا . يمكننا كتابة البرهنة (5 - 10 ) بالصيغة الآنية : ( الشرط الضسروري 
والكافي لحل مسألة رئاسة الفرق الرباضية هوه کل مجموعة من ز منالرياضيين بهوون . 
مجتمعین. مالایقل عن » من الفرق الرياضية ۰ لكل « > ۲ > ۰3۱ ) وعندما نضع 
هذ هالبرهنة بمصطلحات مسالة الزراج . تصبح بالصيغة الاتية . التي تعرف بمبرهنسة 
هول للزواج : 
( الشرط الضروري والكافي لحل مسألة الزواج هو کل مجموعة من » من البنین یعرفون 
مجتمعين . مالایقل عن »من البنات . لكل م > ۲ > 1« .( 


وهکذا . فان مبرهنة هول تزودنا بالحل الطلوب لمسألة الزواح ( آورئاسة الشرق 
الرباضية ) . وكل السائل الشابهة لها . كما هوموضح في الثال الاتي . 
مثال : لنفرض أن لدينا خمسة مهندسين . 1 ٠ A. B.C,‏ ینتمون اللى 
جمعيات علمية هي خم كما هومبین فیما يأتي : 
المهندس ۸ ينتمي الى الجمعيتين € ۷ 


۳30 


المهندس 8 ينتمي الى الجمعیتین . ۸ .9 
المهندس © يتمي الى الجمعیات 8.7.5 
المهندس 5 ينتمي الى الجمعيات 0 
الهندس ع ينتمي الى الجمعية 


8 


فاذا علمت أن رئيس الجمعية یعین من بين الاعضاء المنتمين لها والراغيين. في ذلك . وأن 
كلاً من هؤلاء المهند سين يرغب في أن يكون رئيساً لأحدى الجمعيات التي ينتمي اليها . 
فهل يمكن |ختباررئیس من بين المهندسين 2.2 .© .8 .4 لكل من الجمعيات الخمس 

المذكورة؟ 

الحل : نرسم البيان الثنائي التجزئة (,۷ .,۷ )6 . حيث أن 

Vy = ta. (ھص8‎ 0 

3۰ھ ] ع V‏ 

ونصل الرأس الذي يمثل مهندساً بالرؤوس التي تمثل الجمعيات ف ينتمي اليها بموجب 
ماأعطي في نص المثال . فنحصل على البيان المبين في الشکل (6 3 





شكل (17-6) 


من هذا البيان نلاحظ أن كل . حيث ان 2.3.4.5 .1 = 1 . من هذه الجمعيات 
ينتمي اليها مالایقل عن » من هؤلاء الهندسین . لذ لك . فان شرط مبرهنة هول بتحقق. 


بے ل 7 لكل من الجمعیات الخمس . وعلی 
٦٦‏ 





تمارین (6 -4) 


(1) اعلنت احدی الد واثرعن وجود خمس وظائف شاغرة وهي : 
كاتب طابعة باللغة العرية . کاتب طابعة باللغة الانكليزية . کاتب حسابات ؛ كاتب 
ذاتیة . ومحاسب . وقد قدمت لها ستة طلبات وهی : واحد باختصاص کاتب طابعة 
باللغة العربية . إثنان باختصاص کاتب طابعة باللغتين العربية والانكليزية ۰ إثنان لوظيفة 
محاسب . واحد باختصاص کاتب حسابات اوذ اتية . هل تستطیع الد اثرق سد الشواغر 
من هذه الطلبات ؟ اذکر السبب بموجب فحوی مبرهنة هول . 
(2) اذاكان الهندس م في الثال الحلول في الشرح‌ينتمي الى الجمعيتين ۶ ." 
فقط . فهل يمكن ان يكون كل واحد من المهند سين ع ص 8ه ريسا 
لجمعية واحدة فقط من الجمعيات .8.7.6 9۰ ؟ ولماذا ؟ 
(3) لنفرض ان لدینا مجموعة من الریاضیین PP...‏ الهاورين 
لواحدة أوأكثرمن الالعاب الرياضية : وان اللاع بالرياضي بم ۰ لكل 
.۱-12 ۰ برغب في ان يكون رئيساً ,من الفرق الرباضية التى يهواها . 
فهل يمكن حل هذه السالة ؟ وما هو الشرط الضروري والكافي لحلها ؟ 


) Network Flows ) شبكات السيوك‎ ) 5 - 6( 





إن موضوع شبکات السیول ( أوشبكات الجریان )من السواضیع الاكثر تطبيقنا 
لنظرية البيانات . ففي الرورمثلا ۲ قد نرغب في معرفة اکبر عد د من الرکبات التي 


۰۹۷ 


یمکن أن تنتقل من نقطة تقاطع ر دورة ) الى آخری داخل شوارع مد ينة معينة خلال 
ساعة واحدة » علماً اننا عرف القيد الاعلى لعد د السیارات التي يمكن أن تمرفي كل 
شارع وحيد الاتجاه في ساعة واحدة ( الشوارع الزد وجة الاتجاه تعتبر شارعين كل منهما 
وحيد الاتجاه ۰ واتجاه احد هما هو عکس اتجاه الآخر ) . تمثل هذه المسألة کیان 
موجه 5 ۰ رژوسه هي نقاط تقاطع الشوارع : وحافاته الموجهة هي الشوارع > مع اقتران 
کل حافة موجهية بعد دصحیح غير سالب يمثل سعة الشارع القاببسل لتلك الحافة 
ومثل اخرالد وائر الکهربائية » فقد نريد معرفة أعلى تباریصل من عقدة ( رأس ) الى 
عقدة اخری . اذا علمنا القید الاعل لوحد ات لتیار التي يمكن ان یتحملها کل عنصر 
لوحد ه في اتجاه معين . يمكن تمثيل هذه المسألة ابضاً کبیان موجه رژوسه هي عقد 
الشبكة الکهربائية وحافاته الموجهة هي العناصر الكهربائية مع اقتران کل حافة موجه 
بعد د غیرسالب يمثل القید الاعلی للتيارالذي یمکن ان يمر في العنصر القابل لها . 
وهنالك امثلة تطبيقية عديدة یمکن تمثیلها کبیانات موجهة حافاتها مقترنة باعد اد 
غير سالبة .ولاجل التمهید لد راسة هذه السائل بصورة عامة » نشرح بعض الفاهیم ۱ 


تعرف الشبکة ( (the network‏ ۰ (۰ على انها بیان موجه ء کل حافة موجهة 
u,v)‏ ( » فيه مقترنة بعد د حقيقي غیرسالب › يرمز له (u, v)‏ ۳ وبطلق عليه سعة 
capacity )‏ ( الحافة (۷ )٠‏ بمعنى آخرء الشبكة × تعرف بأنها زوج مرتسب 
(D, ¥)‏ » علماً أن 2 هوبيان موجه وأن ب هي دالة من مجموعةالحافات الوجهة 
ا 5 الى مجموعة الاعد اد الحقيقية غير السالبة : يطلق عل بو دال العف . لکل رأس پ 
في الشبكة × ء نعرف() * ۷ بأنه مجموع سعات كل الحافات الموجهة (×,س) 
في ۸۷ التي رأسها الابتدائي هو , ء وبالٹل » نعرف () - للا بأنه مجموع سعات كل 
الحافات الموجهة زی ,× ) في بم التي رأسها النهائي هو , . يمكن بسهولة ان نبرهسن 
على أن 
SY (o )2- 06‏ ۷۰0 2 


لاعن لاعن 


علماً أن ۷ هي مجموعة رؤوس 1[ . 


اذاكانت 5 مجموعة من حافات ۷ء فاننسانرمزب (5) ۷ لمجموع سعات 
الحافات الموجهة النتمية الى 5 . 
مثال دا رد ۰ الشكل (6 - 15 ) يبين شبكة N‏ ء علماً أن الاعداد المقترنة بالحافات 


۲3۸ 


الوجهة هي سعاتها ومنه نجد أن 
4-11 + 4 + 2 + 1= زيم 5.7 د لمم ۷٢‏ 


,0 = () - 9۷ ع 2 + 4 + 3 = یم + لا 


(s) = 8 + 4 + 6 = 8.‏ - لا معن ۷۰۴ 





شکل (18-6) 


سوف نميز في كل شبكة ١‏ رأسين معينين نطلق على احدهما النبع أو المصدر 

the source (‏ 1 وبرمز له 5 - ونطلق عل الآخر المصب ( ٠ )۱۳6 sink‏ ونرمز 
له ؛ ...قد یکون هنالك اکثر من مصدرواحد آواکثرمن مصب واحد . ولکن هذه 
الحالة يمكن معالجتها وتحویلها الى حالة وجود مصد ر واحد ومصب واحد . كما سنبين 
فيمابعد 0000 5 
اذا كانت ر 5.۷ ) = 8 شبكة . فاننا نعرف السيل فى ہم على انه دالة. 
م . منمجموعة حافات 2 الى مجموعة الاعداد الحقيقية غير السالبة . تحقق 
الشرطين الاتیین : 
(أ) لكل حافة موجهة (۷ .۷ . (vu) > ۷ (v. u)‏ ۵ 

۲۹ 


(ب) لكل راس ب« . ماعدا المصدر و والمصب 1 
لم © = رم ٭۵ 


د (6 - 3) .. ۰ 53 ع 0 P= 2 OOS.‏ 
كما أن الجموع يؤخذ لکل الرؤوس xX‏ في ۷ التجاورة مع ۷ . 
الشرط (ب) يعني ان مجموع السيول التي تخرج من 7 يساوي مجموع السيول التي 
تد حل اليه . 
يقال لسيل م في ٨‏ انه سيل صفري اذا کان و = (ن.0) © لكل حافة 
موجهة إن ,ب ) في N"‏ .وفيما عدا ذلك يقال للسيل انه غير صغري . ويقال لحافة 


موجهة إن ,۷ ) انها مشبعة (لع5300106) بالسيل م اذاكان 
Q(v.u) = ۷ (vv. u).‏ 


وفیما عدا ذلك يقال للحافة الوجهة انها س مشبعة ( unsaturated‏ ( 


الى ذلك . اذا کانت 5 مجموعة من حافات "لا N‏ . فنعرف 
JF ۵ )۵(‏ 2 (5) ۵ 


يمكن ان نثبت بسهولة . كما فی (6- 2) . أن 0 
(6 - 4) 0ئ 5 سے ۲۱۷ > 


وھکذا . ينتج من الشرط (ب) أن 7 5 
(sS) = 4" )( - ۵* )( =‏ ¢ - () “نل 


. اضافة 


يطلق على ٩‏ قيمة ( value‏ ( السيل م من 5 الى ) 

لقد ذكرنا في الشکل (6 -19) سيلا للشبكة العطاة في الشكل (6 18٠‏ ) : 
قيمة هذا السيل هي + . [ لاحظ أن العدد الاول - من الیسار - القترن بالحافة هو 
سعتها اما العد د الثاني فهو السيل الذي يمرفيها . | 

المسألة الهمة في هذا الموضوع هي مسألة ایجاد سيل من المصد رالى المصب بحيث ان 
قيمته اعظم :۱ يمكن . طلق على ای سيل ذي قيعة عظمی سول اع maximal flow‏ ) 

من » الى ۱ في الشبكة ١‏ . بطيعة الحال . فمكق ان یکون لشبكة: بز عدة سول 
مت بت 5 الى الصب ۱ . ولکن من الواضح أن كلها ذات قيمة 
واحد 5 . 


۷۰ 





2:2 
شکل (19-6) 


ان دراسة مسالة السیول الاعظمية مرتبطة ارتباطاً وثيقاً بمفهوم الجموعات القاطعة 
لبيانات موجهة . ولاجل ذلك نعطي التعریف الآتي . 


لتکن ا شبكة فیها اراس ٠‏ هوالصدرولراس ١‏ هوالصب . يقال لجموعة 5 
من حافات موجهة للشبكة ١‏ انها قاطعة (إنن) اذا احتوت 5 على حافة موجه 
واحدة على الاقل من كل درب موجه من الصدر ؟ الى الصب ١‏ . اي ان ازال.سة 
حافات 5 من 7 يؤدي ای قطع كل الد روب الوجهة من + الى ١‏ . ولابوجد في 5 
مجموعة جزئية فعلیة لها هذه الخاصية . لاحظ أن تعریف القاطعة یکون نسبة الى و و ۱. 
أي انها ١‏ قاطعة تفصل ه عن ۱ [ راجع البند 2۱ 3 ] . ولاکان هذا واضحاً . . 
فلا نجد ضرورة لذكرالعبارة ٠‏ تفصل > عن ) كلما ذكرنا قاطعة في الشبكة N‏ 


ولاجل التوضيح ..نأخذ الشبكة ١‏ المعطاة في الشكل (6 18) فنجد أنكلا من 


Sy = (OS. Ya DY لیب‎ UVa Ya O. | ١ 


(SV, ۰5۷‏ = رك 
قاطعة ! لا 


V1 


عن ) في البیان الموجه .D‏ 
بقصد بسعة القاطعة 5 للشبكة ٣‏ مجموع سعات الحافات الموجهة النتمية الى 9 . 
سو ا رک وہ 


aeS 
. فمل بالسبة للشكة بد العطاة في الشكل رم ور‎ 
W(S)=17 ف‎ ۷ )5,( =9. 
ہت اذا كانت سعتها‎ cut ) يقال لقاطعة فى الشبكة × انها قاطعة أصغرية‎ 
. أصغرمايمكن نسبة لكافة القاطعات الاخرى في زم . فمثلاً . ,5 هي ليست أصغرية‎ 
: من تعريف السيل والقاطعة نستنتج الحقيقة البسيطة الآتية‎ 
, ١N ! لاتزيد على سعة اية قاطعة‎ ١ قيمة اي سيل فى زج من المصدر ء الى الصب‎ « 
ولكن الاهم من هذه الحقيقية هي المبرهنة (6 - 3 ) المعروفة بمبرهنة السيل ای‎ 
والتي كان قد برهنها لاول مسرة‎ (max - flow min - cut) والقاطعة الا صغرية‎ 
ستة 5 . ان برهان هذه‎ ) Ford and Fulkerson ( العالان فورد وفولکیرسون‎ 
. المبرهنة يتطلب استعمال الماخوذة 6 - 1 ) والتي بد ورها تتطلب بعض الرموز والتعاریف‎ 


لیکن 5 قاطعة للشبكة ( 0:۷ ) = ۰۲ وليكن .و البيان الناتج من م بازالسة 
حافات 5 . ولتکن ۷ مجموعة رؤوس 7 . عندئذ ۔ نعرف المجموعة × بانها 
مجموعة رؤوس تحتوي على المصدر 5 وعلی كل الرژوس . × . في (] بحيث یوجد 
درب موجه واحد على الاقل من ۽ الى × في 2 . كما نعرف 
×× ۷ - ۲ 


الاحیان لهذ ه القاطعة 5 كزوج مرتب( ۳ 3 ) »اي ان (×.×) هي مجموعة کل الحافات 
اسوجهة واتي‌راسهاالابند ائي في × ورأسها النهائي في بر . 


اذا کان ۵ اي سيل في N‏ ۰ فارع , × ) م هو مجموع سيول الحافات الموجهة 
من راس في × الى راس ير . وبالمثل نعرف (×.×)م . 


(VY 


مأخوذة (1-6): اذا كان لي سيلاً في شبکةر ل ,)من المصدر و الى 
المصب ‏ بقيمة ٩‏ . فان لكل قاطعة 5 يكون 

.q= ¢ (X,X) ۱۷۱۱۷ (۰‏ 
البرهان :ہما ان × و, ٠)4‏ وبموجب (3-6). نتوصل الى . 


[ (۷) م )s( = ¥ ] ۵*  -‏ ۵۲ -() *۵ = و 


veX 


ھا 7 - .0م 2 2 


۷6 x 


نجزيء الحافات الموجهة والواردة في المجموعین اعلاه الى ثلاث اصناف 


(أ) کل الحافات الموجهة التي تصل بين رأسين في پر . کل من هذه الحافات 
الموجهة يظهر مرة واحدة فقط في كل من االجموعین ۰ وبذ لك فان السیل الذي يمر 


(ب) کل الحافات الموجهة من رأس في × الى رأس في × . وهذه تظهر فقط 
في المجموع الاوك . 


(ج) کل الحافات الموجهة من رأس في × الى رأس في × . وهذه تظهر فقط 
في المجموع الثاني . 
وعلیه فان الناتج بختصر الى . ۱ 

۰ - ۵۱۷۰۷۱ دو 


مرهنة (6 - 1 ) -.مبرهنة السيل الاعظمى والقاطعة الأصغرية -في أيقشبكة سيول 
ا سرت تر من 


البرهان : بموجب الموخوذة (1-6) . فان قيمة أي سيل أعظمي لاتزيد على سعة 
أية قاطعة أصغرية . لذ لك را رت ےت 
لسيل أعظمي معطى 


لیکن سيلا أعظميا من المصدر و الى المضب ؛ في الشبكة ( ل .© ) د١‏ 
قيمته و .نعرف المجموعة پا من رؤوس ۱ كالاتي :المصدر و ينتمي الى ۷ ب 


(VY 


م ١‏ 14ملزمة نظرية البيانات 


واذا كان البيان الناتج من © باهمال اتجاهات الحافات . فان رأساً × في بس اذا 
واذ افقط وجد في ى درب من 5 الى × بالصيغة 
kJ),‏ رسيا ]نس و و با ال لاس۲۲۷ 

علماً بان× ,۷ ,وسم۷»له الخاصية وهي ان كل حافةل, ,۷ :'آفيه تقابل اما (أ) حافة 
موجهة ر ,رد ,با)غیرمشبعة‌بالسیل م . أو رب) حافة موجهة (:۰۲:+ :۷)ذات سيل 
غير صفري . . 

نرمز لجموعة رژوس ۱ التي لاتنتمي الى ۱۷ بالرمز ۷ . اي ان 

۷۰ - ۷ د ۷ 

سوف نبرهن على ان هي .اذا.لم تكن ؛ في س ٠‏ فانها في س . وعند ئذ 

يوجد في ن درب بالصيغة 
۱ و۷ مها و ([sv,  ]‏ 

یحقق الخاصية التي ذكرت فيما تقدم .یطلق على هکذا درب اسم درب ازدياد 
الیل ( flow augmenting path‏ ) بالنسبة للسيل م .لیکن م عددا حقيقيا موجبا 


قق الشرطین : 
عاي رظن (a) - ¢ (a).‏ با > e‏ (1) 


لكل جافة موجهة ةج من الصنف (]) .و 
e > ۵ )۵(,‏ (2) 


لكل حافة موجهة ٥‏ من الصنف (ب) في درب ازدیاد الیل المذ کور فیما تقد م ۰ 


والان . يمكننا ان نزيد السيل بمقدارء في الحافات الموجهة من الصنف ([۲ : 
وننقص بمقد ار ء السيل في الحافات الموجهة من الصنف ( ب): وعندئذ سوف تزداد 
قيمة السیل فتصبح ه +4.ولكن هذا يناقض فرضنا أن © هوسيل أعظمي .وعليه . 
فان ۶۷۷ 1 . 

والان» نرمز ,5 لجموعة الحافات الموجهة (۷:) بحيث ان 2۷ و ۷۶.۷ ۰ 
واضح ان و قاطعة N‏ ۰ وان کل حافة موجهة في 5 هي مشبعة بالسیل 4 لان خلاف 
ذلك يؤدي الى ان يصبح ر في س .كما ان السیل في كل حافة موجهة من رأس ‏ في 
بو ارآ پر في بم هوصفرء لان خلاف ذلك يؤدي الى انتماء ر الى ۷ . وهكذا 


e 


بموجب المأخوذة (1-6) ينتج . 
q = $(W, W) — ۵ )7737 ,۷۷( = ¢$(W, W) = ۷ )9(‏ 
وبهذا یتم البرهان . 8 ش 
تفيد نامبرهنة السيل الاعظمي والقاطعة الاصغرية في التحقق فيما اذا كان سيل ما 
أعظمياً او انه غير أعظمي ٠‏ ولکنها لاتفيدنا في ايجاد سیل أعظمي .وهكذا » من 
الضروري ایجاد طريقة منظمة تمکننا من ایجاد سیل میل اعظمي : > وخاصة عندما تكون 
الشبكة غير بسيطة . 


الطريقة التي نذكرها فيما يأتي تصح لشبكات فيها دالة السعة ۷ دالة صحيحة 
القيمة ۰ اي ان (2) ۷ هو عدد صحيح غير سالب . لكل حافة موجهة (و).اذا كانت 
الشبكة ذات سعات نسبية ء فانه يمكن بسهولة تغيير وحدة قياس السعة بحيث تصبح 
سعة كل حافة موجهة عدداً غير سالب » ويتم ذلك باختيار وحدة قياس جديدة 
تساوي بم /1 وحدة أصلية ۰ علماً بان 2م هو المضاعف البسيط لمقامات السعات 
بالوحدات الاد لية . 


خطوات ايجاد سيل أعظمي : 


(1) بالاستناد الى الشبكة المعطاة ( ۷ ,1 ) = N‏ نرسم بياناً موجهاً مساعداً » نرمز 


له 1 » رؤوسه هي رژوس ‏ نفسها > ولكل حافة موجهة (ویر) في رو نرسم 
في 1 حافتين موجهتین ((,×) و (×,ر) 


(2) نبدأ بسيل صحیح القيمة ۰ ونرمز له ,4*:مکن ان نأخذ و۸ صفرياً ء ولکن 
كلما بد آنا بسیل ذي قيمة اكب ركلما قلت خطوات الوضول الى سیل أعظمي . 
سوف نجد متتابعة من السیول +4 ... , :0 ,رف بخيث ان كلا نها ذوقيمة اکبر 
من قيمة السيل الذي يسبقه . 30 ۱ 


We 


(3) . اذا کنا قد وجدنا السیل :۵ ذا قيمة :0 . فاننانعین للبيان المساعد 1 دالة 
قياس ۸ معرفة نسبة الى ,4 كالاتي :لكل حافة موجهة ( ر ,») في © . 


عندما (۷:*) ۷ > ۵:۷۱ 0۰ 1 _ 
.رت تھا 


عندما §0.9(xy)>0‏ _ 
عند ما 0 ( "۷و و بر 


(4) في 1 ۰ نجد درباً موجهاً . ,۲ . من المصدر : الى المصب : باصغر قياس 
یر ویو سی میں --3) ] .فاذا كان قياس .م 
هوم . تنتهي الخطوات ويكون عندئذ ,م سيلاً أعظمياً . أما اذا كان قياس 
٣۱‏ صفراً : فعندئ د ننتقل الى الخطوة (5) . 0 


(5) عندما یکون قياس ,۳ صفراً . فان ,۳ يؤدي الى درب ازدیاد السیل ,ىم ' 
في پم بقيمة ار ا ا .وعند ند نتوصل 
الى سيل . ۱+:۵ ٠‏ قيمته :© + :04.[ لاحظ ان سيل الحافات الموجهة التي 
لانقع على درب ازدياد السيل ,۸ لایتغیر . وانما يتغير سیل الحافات الواقعة عليه 
فقط . فاذا كانت الحافة بالاتجاه من ء الى ) نزيد سيلها بمقدار :8 . اما اذا 
كانت بالاتجاه المعاكس فننقص سيلها بمقد ار ,۽ ] . 


۱ ١ 
و(5) بالنسبة للسيل ۵:۰۰ وهكذا حتى نحصل‎ ٠ )4( . )3( نكرر الخطوات‎ (6) 
فی الخطوة (4) على درب موجه . ,۲ . ذي قياس عه ۰ وعند ئذ لابوجد‎ 
. ] )3( درب ازدياد للسيل ,۵ . وبذ لك يكون ,م سيلاً أعظمياً [ انظر التمرین‎ 


ولتوضیح خطرات طريقة ایجاد سیل سيل اعظمي . نأخذ الشبكة ١‏ المعطاة في الشکل 
(6 -20) .ونيد أ بالسيل 2 المعين عليها والذ ي قيمته م وحدات .ثم نرسم البيان 
الفساعد 1 ۔ كينا في الشکل رہ - ۳ ونعين على كل حافة موجهة القیاس بموجب 
الخطوة (3)” بالنسبة للسیل ره . لاحظ ان الحافات المستحدثقفي 1 ( اي التي لا 
توجد في و ) وقد رسمت بخطوط منقطة لاجل التمييز . 


۷٦ 


۷ 


۷ 


ت 


4 


5:)1()2( 4 






5;)2( )3( 4 


شكل (20-6) 





شكل (21-6) 


بعد ذلك نجد ان هنالك في 1 > وبالنسبة للسيل 9 > درباً موجهاً 


(sve), (v>)‏ ره 
قياسه يساوي صفراً . ویذ لك . فان هذا هودرب ازدیاد السيل ۵0 بمقدار وحدة 
واحدة . وعلیه نحصل على 9 بقيمة 7 ؛ وقد اجريت التغیرات على سيول حافات 
,۳ وکتبت الى یمین السیل 40 مع وضع السيل للقدیم بين قوسين [ وذلك في 
الشکل (20-6) ] . والآن ء نغیر القياسات تبعاً للسيل الجديد ,4 على جافات 
1 . وهنا ايضاً نضع القياس القديم ( في حالة تبدله ) بين قوسين . وذلك لكي لا 
نعيد رسم 1 مع قياسات جديدة لاجل اختصار الوقت والجهد . 
والان » باللسبة للسیل رم . نجد في 1 الدرب الوجه 
(S.72), (¥2.۷5), (¥s:¥s), (¥, ¥4), (4, £) )‏ نظ ۶ 


والذي قياسه يساوي صفراً . وبذ لك نحصل على درب ازدياد السيل ۱ (وهوالدرب 
,۳ نفسه ) بمقدار 1 وحدة ابضا . ويد لك . فان قيمة السيل الجديد د هي 
8 وحدات . ومن ثم نغير قياسات حافات [ تبعاً للسيل ر۵ . 


واخيراً : بالنسبة للسيل رم . نجد في 1 الدرب الموجه 


[ )۱۱و رها ۳ 


والذي قياسه يساوي صفراً . ويذ لك تحصل على درب ازدياد السیل ,۵ في بو . 
وهر 
vve.)‏ ۰و۷ )۰( ۰۷و۷٢)۰( (e‏ 
والذي قيمة السيل فيه هي 1 وهکذ ا . نحصل على السيل 7 الذي قبمته ۳ 
ومن ثم نغير قيلسات حافات 1 تبعاً للسيل وه 
ويمكننا الآن ان نلاحظ ان 1 لايحتوي على درب موجه من و الى ع 
بقياس صفري, . وهكذا . فان و4 هوسيل أعظمي . لاحظ أن 


aa ava Vasa.)‏ و13 ل وكية)) 
هي قاطعة أصغرية کی سی یئوھ . والحافة الموجهة ۷:۰۷,۱) عديمة 
الل هه جا ۱ 


VA 


اذا كانت دالة السعة لشبكة (0.۷) - 78 صحيحة القمة ( اي سعة كل ٠‏ 
حافة هي عدد صحيح غير سالب ) . وبد آنا بسيل ۰ صحیح القيمة . . وأخذنا 
1 = ,6 في كل خطوة لزيادة السيل ٠‏ فاننا نتوصل الى سيل أعظمي صحيح القيمة 
ابضاً . وعلیه , فان لدینا البرهنة الاتية : 


مبرهنة (6 -2 ) : - مبرهنة السيل الصحیح القيمة - 
اذا كانت دالة السعة ۷ في شبكة ( ۲.۷) - ۱۷ مح ون 


سيل أعظمي صحيح القيمة . 


لدينا العديد من البرهنات المهمة التي تنتج مباشرة من البرهنتین (1-6) و 
(2-6). نذكر بعضاً منها فيما يأتى . 


بقال لدربين بين رأسين ۽ و , في بیان ى انهما منفصلا الحافات اذا 
لم يشتركا باية حافة . وبالثل نعرف الدروب الموجهة المنفصلة الحافات في بیان موجه. 
يقال لمجموعة 5 من حافات موجهة لبيان موجہ د انها مجموعةقاطعة (۱::) 
اذا كان كل درب موجه من و الى ؛ فى 2 يشترك بحافة موجهة واحدة على 
الاقل مع S‏ . كما بقال لجموعة قاطعة - :ئ( انها صغرى اذا احتوت 
على اقل عدد من الحافات الموجهة نسبة لكافة الجموعات القاطعة - (5:0) 
وبا ثل . نعرف مجموعة قاطعة - [):5] . ومجموعة قاطعة - [5:1] صفری 
في بیان © غير موجه ۱ 

مبرهنة (6 -3) : اكبر عدد من الدروب البسيطة الوجهة من الرأس و ال 
اراس . علما بان ١ءء‏ . والتفصلة الحافات فى بیان موجه 0 . يساوي 
عد د الحافات الموجهة في مجموعة قاطعة -  )5:(‏ صغرى . 


البرهان : لتكن ۲م شيكة (2.0) بحيث ان ۷)1 لكل حافة 
موجهة م في © . وليكن 4 سلا أعظمياً من هو الى ۱ قيمته بن في 
بج . عندئذ . يكون عدد الحافات الموجهة فى مجموعة قاطعة - (::) صغرى 
مساوياً ل 4 . بموجب مبرهنة السيل الأعظمي والقاطعة الأصغرية والبرهنة ری 2 ) . 


ليكن م اکبر عدد من الدروب البسيطة الموجهة من و الى ) والفصلة 
۳۷۹ 


الحافات في د . بما أن سعة کل حافة موجهة هي 1 . فان کل درب موجه من 
5 الى 1 يزودنا بوحدة واحدة فقط من السيل ¢ . كما أن کل وحدة سيل 


تشغل دربا موجهاً واحداً من مجموعة الد روب البسيطة والموجهة من 5 الى ) 
والمنفصلة الحافات وعليه . فان 0 - 7 ۰ 8 


يطلق احياناً على المبرهنة (3-6) صيغة الحافات الموجهة لبرهنة منجر 
٠ ) Menger theorem (‏ كما يطلق على المبرهنة ( 6 -4 ) الآتية صيغة الحافات 


مبرهنة (6 -4) : اكبر عد د من الدروب البسيطة بين رأسين و و ) والنفصلة 
الحافات في بیان غیرموجه © يساوي عد د الحافات في مجموعة قاطعة - [ 5:1 ] 


البرهان_: ليكن م بیانا موجها رژوسه هي رؤوس ى . ولکل حافة [ بر.« ] في 6 
نرسم حافتين موجهتين  (‏ ,× )و( × ,ر )في 5 . واضح ان کل درب موجه بسیط 
« من و الى ؛ في يقابل درباً بسيطا واحدا فقط بین و و ؛ ٠‏ وبنفس رژوس م . في و > 
والعكس بالعکس . كما ان کل مجموعة قاطعة - ():: ) في0 تقابل مجموعةقاطعة 
[1::] بنفس عددالحافات: في 6 والعكس بالعکس . وعلیه استنادا الى. 
البرهنة ( 6 - 3 ) ۰ فان أكبرعدد من الدروب البسيطة بين الرأسین و ورفي ى والنفصلة 
الحافات يساوي عدد الحافات في مجموعة قاطعة - [ ) , ۽ ] صغرى . 8 


بالرغم من افتراضنا ان شبکات السیول تحتوي على مصدر واحد ومصب واحد فقط .: 

فانه يمكننا معالجة شبکات السیول التي تحتوي على عدد من الصادروعدد من الصبات . 
مع السماح للسيل بالجربان من اي مصدر من هذه الصادرای اي مصب من هذه 
المصبات . فاذا كانت ا شبكة سيؤل فيها الصادر :۰5 .۰5:۰۰ والمصبات 
با ۱۱۰۱2۰۰۰۰۰ فیمکننا ان ننشيء شبكة جديدة »زم باضافة رأس و . واعتباره 
مصدرا . واضافة رأس آخر : . واعتباره مصبا للشبكة ٭ہم . مع اضافة حافات موجهة من 
5 ل ى کل من ۹ ۰52۰۰۰۰ :5 واضافة حافة موجهة من کل من الصبات ایت ,وا ء را 
الى ٤‏ ۰ واعطاء سعة مه الى كل من هذه الحافات الضافة [ انظر الشکل (22-6) ۲. 
عندئذ ۰ نلاحظ ان اي سيل اعظمي منهالى: في+بو هو سيل أعظمي من الصادر 
پ8 ...رو ,5 الى المصبات إا ,.... را. را في الشبكة بح . ولعکس بالعکس. 


XA‘ 


كما ان أبة قاطعة أصغرية ۰ بالنسبة الىء و ۰ في + هي قاطعة أصغرية في ۷ تقطع کل 
الدروب الموجهة من أي مصدرالى أي مصب .00 





N* 


شكل (6 -22) 


أن ماذکرناه في هذا البند عن شبكات السیول هو جزء يسير ما هو معروف عن هذا 
الموضوع ویمکن للقارىء الراغب الاطلاع على المزيد في الصدر [4] . 


تمارين (6 - 5 ) 
)1( جد سيلاً أعظميا للشبكة المعطاة في الشكل (6 - 18 ). ثم اذکر القاطعة الاصغرية 


المقابلة للسیل الاعظمي الذي وجدته . 
(2) جد سيلاً أعظمياً للشبكة العطاة في الشكل (6 - 23 ) واثبت أنه يحقق مرهنة 


السیل الاعظمي والقاطعة الاصغرية. 


(3) انیت أن م سيل أعظمي اذا واذا فقط لايوجد درب ازدياد السيل في 
الشبكة N‏ بالنسبةل 4 


(4) اثبت أن قاطعة (×,×) في شبكة 1 تكون اصغرية اذا واذا فقط 
كل سيل أعظمي م يشيع كل الحافات الموجهة من رأس في بر الى رأس 


۸۱ 


في و بینما کل الحافات الوجهة من رأس في پر الى رأس في × تکون 
عديمة السیل بالنسبة الى © . 





شكل (23-6) 


(5) جد كل الدروب البسيطة الموجهة من : الى ۸ والمنفصلة الحافات للبيان 
الموجه العطی في الشكل (23-6) . مع اهمال سعات حافاته . 

)6( جد سيلاً اعظمياً للشبكة المعطاة في الشكل (6 - 24 ) وهي التي فيها مصدران 
52 ومصبات :۱:۰۱ . علما بأنه يسمح للسيل بالجريان من اي من 
الصد رين الى اي مصب من المصبين . بعد ذلك . اذكر القاطعة الاصغرية التي 
تفصل ٩,۰5:‏ عن ۱.۱ والقابلة للسیل الاعظمي الذي وجد نه. 





شکل (6 -24) 


۶۲ 


(6 - 6 )اتحلیل الشبکات الكهربائية ' 


( Analysis of Electrical Networks ( 


نشرح في هذا البند كيفية استخد ام البیانات الوجهة لاستنباط معلومات اساسية 
عن مجمل شبكة كهربائية عندما تتوفر لدینا معلواك عن عناصرهة ( مركباتها ) وعن 
طريقة ارتباط تلك العناصر فيما بينها . ١‏ 


تتألف الشبكة الكهربائية التي نبحٹھا من عناصرذ ات طرفي ؛ :وهلي العناصر هي : 
۔قاومات ( ٠ ) resistors‏ ومتسعات ) (Capacitors‏ وس‌حئات 


( ورما 15600 ) ومولد ات فولتية أويتارية ( 8006۳21075 voltage or ewren‏ ( . 
لكل من هذه العناصر متغیران هما التيار ( ۲۲60۱ عط) ) والفزلتية:( غ01 (the‏ „ 
ولکل منها معاد لة د ستورية تربط الفولتية مع التيار. في واقع اجك کل من التيار 
والفولتية دالة للزمن ١‏ حقيقية القيمة . 


نرمز للشبكة الكهربائية بالحرف ‏ ولعناصرها ب کر 2,۰۴ كما 
نرمز لتغیر تیار العنصر ,ع ب ز . ولتغير فولتيتهدب م۷ : رالات الد سور 


لعناصر × کالاتی : 
E‏ ہے ان 
اذا کان E,‏ محنا : 0 ۴ 
۱ ہو لے 


اذاكان ‏ ,۴ متسعاً 


اذاكان  ۴١‏ مولداً للفولتية 





اؤاکان ۲۰ وولداً للتيار 


علماً بان ۴.1٤,‏ ثوابت 
YAY‏ 


يمكننا تمثيل الشبکة الکهربائية کبیان موجه حافاته الوجهة هي عناصر ۱۷ 
ورژوسه هي نقاط ارتباط ( junction points‏ ( تلك العناصر. كما تقرن 
كل حافة موجهة بمتغیر التيار ومتغيرالفولتية للعنصر الذي تمثله . یمکن اختبار انجاه 
جن للبيان الذي يمثل 1( كيفياً ٠‏ على أن تبقى تلك الاتجاهات دون تغيير لحين 
نتھاء تحليل الشبكة الکھربائیة . یزودنا هذا التمنيل بوصف مناسب لترکیب الشبكة 
۳ . اليزة الجوهرية لتغیرات التیار هي آنها تحقق الفرضية العروفة بقانون 
کرشوف . («ه1 1201 ) للتيار. والتي تنص على 


فرضية الرژوس (قانون کرشوف للتیار) : 
لكل رأس ں . يكون الجموع الجبري عبرت التيار القترنة بالحافات الوجهة 


الواقعة على u‏ صفراً 1 


يقصد بالجموع الجبري مايأتي : يضاف متغير التيار اذا كانت الجافة الوجهة 
القترن بها خارجة من الراس با + وبطرح اذا كانت داخلة اليه . 


فمثلاً . في الشكل (6 -25) تتحقق هذه الفرضية عند الرأس ن . لان 
.0ع 4-(3-)-1 
كما 5 أنها تتحقق عند كل رأس من الرؤوس الباقية في هذا البيات. 


لاحظ أن الاشارة السالبة لقيمة التيارتدل عل أنه يمر بالانجاہ المعاكس لاتجاه 
الحافة القترن ها 





شکل (25-6) 


YAL 


المغيرات القولیة تحقق أيضاً فرضية تعرف بقانون کرشوف للفولتية . وهي التي 
تنص عل 


فرضية الد ارات (قانون كرشوف للفولتية) : 


« لكل دارة بسيطة . پکون المجموع الجبري لمتغيرات الفولتية القترنة باحافات. 
الوجهة لتلك الد ارق صفراً 5 


في هذه الحالة . نفترض أن لكل دارة بسيطة اتجاها معيناً بالاسلوب الذي سبق أن 

ذكرناه في البند (3 - 4 ) وعند ئذ . يضاف متغير الفولتية اذا اتفق اتجاه الحافة الموجهة 

یرہ تجاه از ٠‏ وبطرح اذا كان اتجاه الحافة معاكساً لاتجاه الد ارة . فثلاً . 
فی الشكل ( 6 - 26 ) تتحقق هذه الفرضية بالنسبة للدارة البسيطة © . لان 

6-(-4)-7-3 =0. 7 


كما يمكن التأكد من أنها تتحقق نسبة لكل دارة بسيطة في ٠١ ١‏ البيان . 





شكل (26-6) 


سنفرض أن الشبكة الكهربائية متصلة . أي أن البيان الموجه الذي يمثلها هو بيان 


يي رو سھ ويه . وهي : «اذاكان إن رأساً 

. وکان إن أي رأس آخر . فان المجموع الجبري لمتغيرات الفولتية المقترنة بالحافات 

9 را الى ۱ (أي . نقرن بالدرب اتجاها من u,‏ الله u,‏ ) 

لايعتمد على الدرب الذي أخترناه ٠.‏ استناداً الى هذه الصيغة لفرضية الد ارات . يمكننا 
تعيين مقد ار لكل رأس ٠,‏ . كما هومبين فيما يأتي : 


Ao 


نین مدا ٠ Ss;‏ للرأس ,ا > وهوالذ ي نعتبره المصدرء واستناداً الى U,‏ 

نعین لکل رأس را ر + القد ار 
عو را کہ 

علماً أن ,5 ئ0" للمتغيرات الفولتية المقترنة بالحافات الوجهة لأي درب 
من رن الى ,نا . في واقعالامر ١‏ تعتبرالقيمة ,5 جهداً ل إلا نسبة الى جهد المصدر رلا .' 
وعلیه . فان قيم المتغيرات الفولتية هي فروق في الجهد الكهربائي . فثلاً » الاعد اد القترنة 
برژوس البيان الموجه این في الشکل رم - 27 )تمثل ین للبيان ااعطی في 
الشکل(» < و ية إل دز رن ؛ بافتراض أن جھد نا هور 








)27-6( شكل‎ E 
(من‎ ١ تتکون 5 اسیا معاد لات عامة تصف مجمل الشبكة الكهربائية‎ 
. من خطوتین اساسیتین‎ ) ٩ المعاد لات لد موق ون فوکیب‎ 













اتا (٤‏ )ال أصغر مجموعة مستقلة من المتغیرات بحیث ۳ 


۱ ا مال المعادلات اللاستوریة لعناصر ۱ لاجل التوصل الى 


3 ميقو الوقوع ليان آلموجه ط الذي يمثل ۷( ولتکن 


عند ثذ یمکن التعبیر عن فرضية الرژوس بالصيغة المصفوفية 
1 مت BI =O.‏ 


علماً ان ص هو عد د حافات 0 وان ن مصفوفية عمودیة صفریة سعتها ز × بم . 
ہما ان مرتبة م هي نفس مرتبة مصفوفة المجموعات القاطعة 1[ بموجب 
المبرهنتين ( 1 - 2 ,و(3 - 13 )]:وبما ان أسطر ر هي تشکیلات خطية لاسطر ج ؛ 
فان فضاء المتجهات التو لد باسطر 3 هوذ اته فضاء المتجهات المتولد باسطر ».ولذ لك › 
فان اسطرع1 هي تشکیلات خطية لاسطر و .وهکذا فان العلاقة (1) تؤدي الى 
(2) ... 11-0 


لیکن 7 أية شجره مولدة للبيان 1 .باستعمال رموز ومفاهيم البند(3 - 4) يمكننا 
كتابة مصفوفة المجموعات القاطعة الاساسية ۰ ,1 ومصفوفة الد ارات الاساسية › 
7 ,© نسبة للشجرة ۰ بالصيغة الاتية : 
و[:-ولآ [Kp‏ = رک 
وی6 C, SU‏ 
والان نجزرىء مصفوفة التيار » 1 ء وفقاً لتجزئة اعمدة کل من کا وا اي ان 


]- | ما‎ 
I, | 


NAV 


علماً ان ,۱ تمثل تیارات اوتار .وان ما تمل تیارات اغصانها . 


من العلاقة (2) ۰ نجد ان فرضية الرژوس تؤدي الى 


ومنها نتوصل الى 
)3( 
اد لک بت وھ 5 


وهکذ! .یمکننا التعبير عن تیارات الاغصان بدلالة تیارات الاوتار .اي ان معرفة 
تارات الاوتار یکفی لتعيين تبارات الاغصان بالاستعانة + در التي یمکن کتابتها 
مباشرة من البيان 5 . 
وبالثل .فان فرضية الد ارات تنص على . 
۱ دنه 
علماً ان ح هي مصفوفة الدارات للبيان 8. وان ۷ هي المصفوفة العمودية التي 
تمثل متغیرات الفولتية .اي ان 


ولذ لك فان 
)4( 1 


وبتجزئة ۱ كما اجرينا أ 1 . أي 
۹ 
علماً ان ۷ تمثل متغیرات الفولتية لاوتار الشجرة المولدة 7 . وان 1 تمثل متغیرات 
الفولتية لاغصانها . 
۸۸ 


من العلاقة (4) . سد ان فرضة الدارات تؤدي الى 
[U 0 5 ۱] | -6‏ 
O,‏ = 1 رر رر 
۷ 2 


2-60 ,7غ رور0) + 7غ 
وهكذا . بموجب العلاقه(3 - 3) . نتوصل الى 


اي ان 


73 


(5) ۰... مر او ا و a‏ 
أي : يمكن التعبیر عن متغيرات الفولتیة للاوتار بد لالة متغيرات الفولتية لاغصان الشجرة 
الولدة ۲ 


إن تطبیق العلاقتين (3) , 5) يشكل الخطوة الاولى في تحلیل الشبكة الکهربائية: وهي 
اختزال عد د متغيرات التبار ومتغيرات القولتية التي يجب معالجتها الى أقل عدد ممکن. 
بالطبع إن إيجاد هذه المتغيرات ٠‏ لكل من الفولتية والتبار » يعتمد على الشجرة الولدة التى 
نختارها . 


نشرح فیما يأتتي الخطوة الثانية من تحليل الشبكة الکھربائیة. 


من المناسب استعمال صيغة المصفوفات للتعبير عن المعاد ات الد ستورية لعناصر 
الشبكة الكهربائية. 


فعند ما لاتحتوي N‏ على مولدات للتیار ؛ یمکننا أن نعبرعن متغيرات الفولتية بدلالة 
متغيرات التيار » أي أن 
(6 - 5) هم مه 
علماً أن 2 هي مصفوفة قطرية بسعة × ٠‏ فیها العنصرفي الوقع ‏ (1) هو ,8 
إن کان ۴ مقاومة › 1 اه کان ,۴ ۰ نا ۰ C, ۱ dt‏ ان 
كان متسعاً ء وصفراً ان کان ,۴ مولد فولتية . اما ,۷ فهومصفوفةعمودية عنصرها في 
السطر ۲ هو () ان کان العنصر ,۳ مولد فولتية › ويكون صفراً فيما عدا ذلك 
(أي عند ما يكون العنصر غير مولد - 6 . بطلق على العلاقة (6- 5 ) تحوبلات 


. ( node transformations ) العقد‎ 


ع + 21 2 ۷ 





۸۹ 


م/14 نظرية البيانات 


وعندما لاتحتوي ۱ عل مولدات للفولتية ۰ فیمکننا ان نعبر عن متغیرات 
التیار بد لالة متغیرات الفولتية » أى ان 
0 - 6) و[ + YV‏ =1 
علماً ان ۷ هي مصفوفة قطرية بسعة م × م فيها العنصرفي الموقع ‏ (1.ا) هو 
:1/8 ان کان »۴ مقاومة ء ين | مر ان کان ,۴ محنأء 4 رن / 0 
5 7 10 
إن كان E‏ متسعاً > وصفراً إن کان بت مولد تيار . أما ,1 فهو مصفوفة عمودية 
عنصرها في السطر ۷ هو (,ع عندما يكون ۴ مولد التيارء ويكون صفراً فيما 
عدا ذ لك . يطلق عل المعاد لة (6 - 6) تحويلات اللفات (loop trans formations ١‏ . 
في تحلیل العقد (node analysis)‏ للشبكات الكهربائية » نستعمل 
المعادلة (6- 5) مع العلاقة (3) فنتوصل الى 


1 
| ۷-2 3 ]۷۱-2 
۷ گے سے 
Yg.‏ ما دم “۷> گے ,1 


V=ZC yl. + .و۷‎ 





وهكذا, نستنتج أن 


وبضرب الطرفين من الیساربہ ‏ ,© ء ينتج 

۷ حآر © 402 ے 0٥,۷‏ 
وباستعمال العلاقة (4) . نتوصل الى 
(7-6)... ) ,¥ رہ - 1,2( 02) 


والتي فيها المجاهيل هي متغيرات تيارات الاوتار فقط . واضح أن رم ) هي 
معاد لات تفاضلية - تكاملية ( integro-differential equations‏ ) 2 
ويستعمل عادة تحويل لابلاس لاجل تحويلها الى جملة معادلات جبرية خطية 
مجاهيلها هي تحويلات لابلاس لتيارات الاوتار . وبحلها نحصل على تيارات الاوتارء 
ثم باستعمال العلاقة (3) نحصل على تيارات الاغصان ء وبذ لك یتم تحليل 
الشبكة الكهربائية . ولعرفة المزيد عن هذا الوضوع ؛ يمكن للقارىء الاطلاع على 
المصدرين (8,10]. 


وفي تحليل اللفات ‏ رنورلدمه ۶0 للشبكات الكهربائية » نستعمل 
المعادلة (6-6) مع العلاقة (5) فنتوصل الى 


۳۹۰ 


وبضرب الطرفين من الیسار ب K,‏ ينتج 
1ک + K,1= (K,YK;)V,‏ 


وباستعمال العلاقة (2) ۰ توصل الى 
(8-6)... 

والتي فيها المجاهيل هي متغيرات الفولتية للاغصان فقط . وبحلها واستعمال العلاقة 
(و) نحصل على متغيرات الفو لتیة لكافة عناصر الشبكة الكهربائية . 


(KrY¥K;)V, = KI, 


۹۱ 


الفصل السابع 


تطبقات اخری على مبرهنة هول 


نذكر في هذا الفصل القصير بعض استخد امات مبرهنة هول في مواضیع اخری في 
لریاضیات . كنظرية الستعرض والستطیلات اللاتينية. 


: ) Transversal Theory ( نظرية الستعرض‎ )1 _ 7) 


اذا کانت ع تک . وكانت 
S = (S.83... [‏ 
عائلة من مجموعات جزئية غير خالية - لاي يشترط أن تکون مختلفة - للمجموعة ع . فان 
ا راو و تو رع ار 
) كل عنصرفي + ينتمي الى إحدى الجموعات الجزئية ,5 ..... ,۰5 ,5 
(ب) يوجد في + عنصر واحد على الاقل من کل من هذه الجموعات الجزئية. 


واضح أن مسألة الزواج‌ماهي الا مثال في نظرية الستعرض .ومثل آخر. تأمل الجموعة 
۰ دع 
بی یں ل روہ و تو حون 
Si = ۱۱۱۰٩۹, = 39۰.‏ 
تلاحظ عدم وجود ستة عناصر مختلفة بحيث أن كل عنصر ينتمي الى احدی هذه 
المجموعات الجزئية الست + وبذ لك لايوجد للعائلة : 
(ہگ..۔.یگ. و )نو 
مستعرض . ولكن . اذا أخذ نا العائلة الجزئية ام رگ وگ یگ 5ا 
من العائلة 5 . نجد أن فا مستعرض 1.35.7.9 ! 


بطلق عادة على مستعرض العائلة الجزئية من > !سم مستعرض جزني partial‏ ) 
.transversal (‏ کی واقع اخال .كل مجموعة جزئية من مستعرض ۽ هي مستعرض جزني 
ل 5. 


۹۹ 


من الطبيعي أن يسال عن الشروط التي تحققها عائلة 5 لجموعات جزئية بحيث 
يكون ها مستعرض إن الصلة بين هذه المسألة ومسألة الزواج واضحة جد أ . وذلك بأخذ 
۲ مجموعة كافة البنات > وأخذ :5 مجموعة البنات اللاتي يعرفهن الابن ,ا . وبذ لك 
فان مبرهنة هول تزود نا بشرط ضروري وکاف لوجود مستعرض ل 5. وهكذا . يمكننا 
اعادة صباغة مبرهنة هول باستعمال مفاهیم نظرية الستعرض كالآتي : 


«لتکن ع مجموعة منتهية غير خالية 
٩ (‏ ,. 5 ,,5) < 58 


عائلة مجموعات جزئية من رسک . عندئذ یکون ل 5 مستعرض اذا واذا فقط 
مجموعة اتحاد أي ) من الجموعات الجزئية :5 تحتوي على الاقل على » من العناصر 
لكل 

: ) Latin Rectangles ) المستطيلات اللاتينية‎ ) 2 7( 


من الاستخد امات الاخرى لبرهنة هول استعماها في المستطيلات اللاتينية. 


يقال لمصفوفة M = [ mj]‏ بسعة م × 2 إنها مستطیل لاتيني م × صاذا 
کان : 


(أ) عناصر ۱ اعداد صحيحة . وان 8 > ر" > ! , 
ا (ب) لايوجد عنصران متساويان يقعان في نفس السطر أوفي نفس العمود . أي أن عناصر 
كل سطر ( عمود ) تكون مختلفة . 
بما ان 


فان الشرط (ب) يؤدي الى 0 > " 
اذا کات - مم . فعند ئذ بطلة 2 ليد 
m=n‏ يطلق على المستطیل اللاتيني مربع لاتيني ر latin square‏ ) 


مثال_ الصفوفة 


۲۹٤ 


6 4 2 5 3 1 
1 3 5 4 6 2 
2 5 1 6 4 3 
5 2 4 3 1 6 
هي مستطيل لاتيني م بر 4 . وان المصفوفة 
3 2 1 4 
هي مریع لاتيني 4 x‏ 4 
يعترعمنا الان السؤال الاتي : «اذ۱ کان لدينا مستطیل لاتيني ۲ث m<n-‏ ۰ فهل 


يمكننا ان نضيف اليه ( م )من‌الاسطر الجد 


المبرهنة الاتیة تبين ان ذلك ممكناً دائماً . 


مبرهنة ١‏ ۱-7 ) : لیکن ۸۸ مستطیلا تنم × ص فع ہے دو ۔ عند ذيمكن توسيع 
4 الى مريع يني و بر م باضافة زوم و )من کس سیت ۱ 


البرهان : سنبرهن على انه يمكن توسيع بر الى مستطيل لاتيني ۾ بر رو + ) 
باضافة سطر جديد الى . 


لیکن 


علماً ان 5 هي مجموعة كل عناصر ۶ التي لاتنتمي الى العمود دي رقم ¡ 
في ۷ . سنبرهن على وجود مستعرض لہ 8 . 


بموجب مبرهنة هول . يكفي أن نبرهن على أن مجموعة الاتحاد نا لاي ۸ 
من المجموعات الجزئية لا بحتوي على مالایقل عن ١ط‏ من عناصر ع . في 


۹۵ 


واقع الامر. کل ,5 تحتوي على(" - ١‏ ) من العناصر الختلفة . وبذ لك فان عائلة 
اتحاد » من الجموعات الجزئية تحتوي على («- 100 من العناصر ( بسبب 
احتساب تکرار العناصر ) . ولا كانت عناصر أي سطر في ۸ مختلفة . فانه لایوجد 
عنصرفي عائلة الاتحاد هذه متکرر اکثر من( وم - « ) من الرات . وهکذا فان العناصر 
في مجموعة الاتحاد ن لايقل عن » . وبهذا. فانه يوجد مستعرض ل 5 . 
يضاف کسطر برقم | + ص الى الصفوفة ۰۸۸ فنحصل على مستطيل لاتیني »ر 1 جم ) . 


وهكذا . یمکننا توسیع ۷ الى مربع لاتيني   <‏ وذ لك بتکرار تطبیق الاسلوب 
الذي شرحناه في اعلاه ر(ججر - )من الرات مبتدئین ب ۷۸ . وباضافة سطرجد يد 
واحد في كل مرة . 88 ۱ 


فك 7 - 3) مبرهنة كونيك - اجيرفاري 


هنالك استخد ام آخر لبرهنة هول نشرحه فیما يأتي.لتکن! ,5 ...۰ ,5,۰5 ) = 5 
عائلة من مجموعات جزئية غير خالية لجموعة | ,ع....ره. ,۵ = ۲ . مصفوفة 
الوقوع للعائلة 5 تعرف بانها مصفوفة [ رة ] = ۸ بسعةه × ۳ بحيث انأ = زره 
اذا كان :۴5ر٩‏ . وفیما عدا ذلك فان 0 = زره . بطلق على هکذا مصفوفة . 
وهي التي عناصرها 0 او 1 مصفوفة - (0.1) 


يعرف الرمز (۸) 8 .وهو الذي یطلق عليه مرتبة ۸ ۰ بانه اکبر عدد من عناصر 
م التي قيمة کل منها | والتي لایقع اي اثنين منها في نفس السطر اوفي نفس العمود . 
عندئذ .یکون 51 مستعرض اذا واذا فقط كان " = (3)۸. اضافة الى ذلك . فان 
(8)8 هوبالضبط عد د العناصرفي آوسع مستعرض جزئي ممکن ! 5 .والان نستخدم 
مبرهنة هول لاثبات البرهنة الاتية المعروفة بمبرهنة كونيك - اجيرفاري 


۰ ) 1۵۲12 - Egervary ۱۳60۲۵۷ ( 


مبرہنة (2-7) - مبرهنةكونيك - اجيرفاري (سنة 1931 ) : 
اذا كانت ۸ مصفوفة - (0.1). فان ۸۱ هوالعدد الاصغر . » . لاسطر 
واعمدة ۸ التي تحتوي سوية على كل عناصر ۸ غير الصفرية . 


البرهان : واضح ان 


۹۹ 


RA) < ۰ 


لاثبات ان 
R(A)‏ > 4 


یمکننا ان نفرض . بدون تخصیص . ان کل العناصر غير الصفرية في .م محتواة في 
م من الاسطر و من الاعمدة . حيث ان 
و + ۲ حاو 


يمكننا ترتيب الاسطر والاعمدة بحيث تصبح ۸ بالصيغة 
M, My r‏ 
O My jim-r‏ 
حيث ان م مصفوفة صفرية بسعة (5- ص) ۷( - و 


ل 


اس 


اذا کان تحر » من الجموعات ,5 يحتويعلى ١‏ من العناصر . وان ۸ > ١‏ . فانه 
یمکن اخذ الاعمدة التي تقابل هذه العناصر مع أعمدة ١‏ ۔ ويتبع ذلك وجود .من 
الاسطر الصفرية في الجزء الباقي من , وم وهذه تزخذ مع أسطر ى وهکذا یمکننا اعادة 
تجرئة ۸ .بعد اعادة ترتیب الاسطر والاعمدة . بالصيغة : 


ET‏ )1+ ه) از 
۷ - 1یلہ : اليل 
MM, jim-=({(r—k)‏ 1 0 


ومنه نستنتج آن هناك () - )ریب )من الاسطروالاعمدة التي تحتوي سوية على كل 
العناصر ذات القيمة ١‏ في ۸ .وهذا بناقض افتراضنا ان 

ا یی ا 
هوالعدد الاصغرمن الاسطر والاعمدة التي تحتوي سوبة على کل العناصر ذات القيمة ١‏ في 
۸ .و لذلك . فان اتحاد أي من المجموعات : 5 يحتوي على ما لايقل عن » سن 


<AV 


العناصر . وهکذا ء بموجب مبرهنة هول . فانه پوجد مستعرض [ ` 

( 5 ..,ر5,,5) = 5 
وهذا يزدي الى أن الصفوفة الجزئية ,11 تحتوي على ۲ من العناصرذات القيمة 1 بحيث 
لا بقع أي أثنين منهم في نفس السطرأوفي نفس العمود . وبالمثل ۰ نبرهن على أن الصفوفة 
الجزئية ,۷۷ تحتوي على 5 من العناصرذات القيمه 1 بحيث لایقغ أي اثنين منها في نفس 
السطر أوفي نفس العمود . 


وهكذا ء فان المصفوفة ۸ تحتوي على (: + ۲) من العناصر ذات القيمة 1 بحيث 
لايقع أي اثنين منها في نفس السطرأوفي نفس العمود . وب لك ۰ فان 
R(A)‏ > ۸ 
وبهذا يتم البرهان 
00 > ويمكننا أيضاً أن نثیت 
[ انظرتمرين ( 6 ) ] مبرهنة هول باستخدام مبرهنة كونيك - اجیرفاري . 


تمارين 
(1) العوائل في كل من الفروع الآتية مكونة من مجموعات جزئية من المجموعة 
!1232456 = 


عين منها العوائل التى ها مستعرضات : 
(a) ({2.{3.4}.{1.5 3.5):‏ 
bı ۱۱2۱۰2۰29۱ {131 445.6‏ 
(( 1,5,6 [ 3.46 )۰( 25۱۰۱45 )12۰34۰( () 
وق ESTEE‏ رن 


(2) اذاكانت ۸ مجموعة جزئية من المجموعة ۲ . وأن 5 عائلة لجموعات 
ئية غير خالية | ۲ ٠‏ فائبت انه يوجد مستعرض | 5 يحتوي على ۸ اذا 
ا 04020008 ٠‏ (ب) وأن ۸ هي مستعرض جزئي [ 5 . 
(3) وسع الستطیل اللاتيني المعطى في الثال الى مریع لاتيني ,رم . 
(۵ أ- لیکن ٥‏ زمرة ضربیة منتهية . بین انه يمكن اعتبار جدول ضربها مریعاً 
لاتينياً . 
ب- هل أن المربع اللاتيني 


۲۹۸ 


بمثل ‏ وفق الكيقية التي سوف تتبعها في - أ- ) جد ول ضرب زمرة ؟ ۲ 


ر اثیت أن هنالك على الاقل (!1(!...)2!(1- !)١‏ 2 مربعاً لاتينيناً . 


n(n -1)!..(n—m +i)! واثبت ان هنالك على الاقل‎ . n xn 


مستطیلا لاتينياً ہ x‏ 10 ۰ علماً بان .n>m‏ 
(8* ) برهن مبرهنة هول باستخدام مبرهنة كونيك - اجیر فاري 


۹۹ 


إثنيني مجرد 
فعالية 

مصفوفة التجاور 
متجاور 

خوارزمية 
لاتناظري 

كيفي ( اختياري ) 
شجرانية 

نقطة مفصل 
تشاكل ذاتي 


بیان ثنائي التجزئة 
اصرة 


المصطلحات العلمية 


Abstract - dual 
Activity 

Adjacency matrix ۰, 
Adjacent 
„Algorithm 

Anti - symmetric 
ھ۸‎ 
Arborscence 
Articulation point 


Automorphism 


Bipartitce graph 
Bond 

Branch 
Capacitor 
Capacity 

Chain 

Chord 
Chromatic polynomials 
Circuit 
Coforest 
Coloration 
Complete 2۲٥ 
Complementary 
Composition 
Connected 
ConncCtedness 


Cotree 


مثال مناقض ( مصاد ) 
حرج 

تقاطع 

بیان تكعيبي 

تيار ۱ 

مجموعة قاطعة 

دارة ( أودورة ) 

رقم دوراني 


درجة 

شبه درجة 

قطر 

موجه 

غير متصل ( منفصل ) 
منفصل 

مسافة 

ذوالاثني عشر سطحاً 
بيان اثنيني 

اثنينية ( ثنوية ) 
اتلاف مركري 

حافة 

7 

حل ث 

وجه خارجي 

وجه 

شجرة العائلة 

سيل 

غابة , ۱ 
مسألة الالوان الاربعة 


Counter example 
Critical 
Crossing 
Cubic graph 
Current 
` Curve 
Cut — set 
Cycle 


Cyclomatic number 


Degree 

Demi - degree 
Diameter 
Directed 
Disconnected 
Disjoint 
Distance 
Dodecahedron 
Dual graph 
Duality 


Eccentricity 
Edge 
Embedding 
Event: 


Exterior face 


Face 
Family tree 
Finite 
Flow. 


Forest 


Four -color problem 


1 


س ابتدائي ( رأس الابتداء) 
3 ( تحویل داخلي ) 
منعزل 

متشاکل 

برزخ 

بیان موسوم 

مستطیل لاتيني 

مأخوذة ر مصادرة ) 
۳ 

خارطة 

تراوج ( أو توافق ) 
اعظمي 

قياس 

بديهيات التر ر اوالبعد ) 


Generator 
Genus 
Girth 
Graph 


Handle 
Hand shaking lemma 


Homeomorphic 


Identification 
Incidence matrix 
Incident with 
Independent 
Inductor 

Infinite 

Initial vertex . 
Inter change 
Isolated 
Isomorphic 


Isthmus 
Labelled graph 


Latin rectangle 
Lemma 


Loop 


Map 


Matching 
Maximal 


Measure 

Metric axioms 
Minimal 

Minimal covering 


Multigraph 


حافة مضاعفة 

عقد ة 

غير قابل للانفصال 

بیان تافه 

ناي اطع 

رنبة 

سطح موجه 

جزني 

غير فعال ( خامل ) 
درب ( اودرب موجه ) 
بیان مستو 

يانات أقلاطونية 

متعد د السطوح 

إسقاط 

مرتبة 

قابل الوصول 

مختصر 

قابل الاختزال ( الاختصار) 
مصدر 


متمم ذاتي 
اثنيني - ذاتي 
قابل الانفصال 


Multiple edge 
Network 


Node 

Non - separable 
Null - graph 
Octahedron 
Order 


Orientable surface 


Partial 

Passive 

Path 

Planar graph 
Platonic graphs 
Polyhedra 


Projection 
Rank 


Reachable 

Reduced 

Reducible 

Reference 

Region 

Regular 

Removal 

Ring 

Root 

Rooted tree 
Saturated 
Section graph 
Self - complementary 


Self - dual 
Separable 


۳.۳ 


فعالية متراخية 
مصدر او منبع 
شحرة مولدة 
منزلة 

بیان جزئي 
متناظر 


رأس نهاتي ( رأس الانتهاء ) 


سمك 

بيان طري 

طرة 

تحويل 
مستعرض 

قابل الاجتیاز 
شجرة 

مجموعة لاتجنبية 
وجه غير محد ود 
بیان غير موجه 
اتحاد 

وفع 


راس 


۳٣٣ 


Simple graph 

Simplex 

Sink 

Skeleton 

Slack activity 
„ Source 

Spanning tree 

Status 

Subgraph 

Surface 


Symmetric 


Terminal vertex 
Thickness 
Toroidal raph 
Torus 
Transformation 
Transversal 
۰ Traversable 
Tree 
Unavoidable set 
Unbounded 24 
Undirected graph 
Union 


Unsaturated 


Vertex 
Voltage 
Walk 
` Wheel 
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م ۱ ملزمة اخيرة نظرية اليياقات 
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